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Аналоги симметрической и плоской связностей  

с нетензорами кручения и кривизны  
 

Изучается аффинная связность в расслоении, ассо-
циированном с многообразием, структурные уравнения 
и деривационные формулы которого построены с по-
мощью деформаций внешнего и обычного дифферен-
циалов. Кривизна и кручение аффинной связности на 
этом многообразии не являются тензорами. Доказано, 
что если тензор деформации связности симметричен 
или равен нулю, то связность является полусимметри-
ческой. Построен аналог симметрической плоской связ-
ности, названный простой связностью. Кручение и кри-
визна этой связности выражаются через симметричный 
тензор деформации связности. Каноническая связность 
является частным случаем простой связности, она плос-
кая и несимметричная. 

 
Ключевые слова: касательное пространство 2-го порядка, возму-

щение дифференциала, несимметричные реперы и кореперы 2-го по-
рядка, объекты кручения и кривизны, плоская связность, полусим-
метрическая связность 

 
1. Введение 

 

В работах [6; 7] изучается многообразие ෰ܺ௠ с несиммет-
ричными векторами касательного пространства 2-го и несим-
метричными формами дифференциальной группы 2-го поряд-
ка. Изучение ෰ܺ௠ проводится с использованием отображений 
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෱߱ܦ ൌ ߱ܦ ൅ ሺ݂݀ ∧ ߱ሻ|∧మ்∗, 

ም݀ݒ ൌ ݒ݀ ൅ ݀ሺݒሺ݂కሻሻ߲కห்∗, 

где 

݂ ൌ ݂ሺݔ௜, కሻ,  ݂కݔ ൌ ݂కሺݔ௜ሻ, 

ݒ ൌ ሺ݂కሻ൯ݒ௜߲௜,  ݀൫ݒ ൌ  .௜݀ሺ߲௜݂కሻݒ

Эти отображения представляют собой деформации диффе-
ренциалов D и d в кокасательном ܶ∗ܺ௠ и касательном ܶܺ௠ 

пространствах многообразия ܺ௠. Здесь ߲௜ ൌ
డ

డ௫೔
, ߲క ൌ

డ

డ௫഍
, при-

чем ݔ௝  локальные координаты точки на многообразии, то 
есть ݔ௝ — базисные координаты, ݔక  — слоевые координаты. 
Индексы принимают следующие значения: 

݅, ݆, ݇	 ൌ 	1, … ߦ   ;݉, ൌ 	݉ ൅ 1,… ,݉ ൅݉ଶ. 

Поскольку дифференциалы деформируются, то можно 
считать, что и само многообразие ෰ܺ௠ представляет собой де-
формацию обычного гладкого многообразия ܺ௠, вследствие 
чего оно названо деформирующимся (см. также: [5; 13]). 
В данной статье продолжаем рассматривать случай ൫ݔక൯ ൌ	
ൌ ሺݔ௝

௜ሻ и ݂క ൌ ݂|௫഍ୀଵ,остальныеୀ଴. Слоевые координаты 1-го по-

рядка ݔ௝
௜ образуют невырожденную матрицу с обратной мат-

рицей ሺݔ
∗
௝
௜ሻ.   

В основу всех построений положены соотношения 

௜ሻݔ෱ሺ݀ܦ ൌ ഥܰ
௝௞
௜ ௝ݔ݀ ∧ ௞,   ም݀ሺ߲௜ሻݔ݀ ൌ ቀ߲௜௝ ൅ ഥܰ

௜௝
క߲కቁ⨂݀ݔ௝, 

где кососимметрический ഥܰ
௝௞
௜ ൌ ሾ௞ߜ

௜
௝߲ሿ݂ и симметрический 

ഥܰ
௜௝
క ൌ ߲௜௝݂క объекты задают возмущения дифференциалов ܦ෱ и 
ም݀ на элементах ݀ݔ௜ и ߲௜. Причем, например, ܦ෱݃ሺݔ௜, కሻݔ ൌ ݀݃, 
෱ሺ݂݀ሻܦ ൌ క൯ݔ෱൫݀ܦ ,0 ൌ 0; кроме того, вдоль любой линии ߩ на 

многообразии ෰ܺ௠ справедливо ܦ෱ଶห
ఘ
ൌ 0. 
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Над m-мерным деформирующимся многообразием ෰ܺ௠ бы-
ло построено главное расслоение реперов 2-го порядка 
௠ଶܦ ሺ ෰ܺ௠ሻ со структурными уравнениями (см.: [6—9]): 

෱߱௜ܦ ൌ ߱௝ ∧ ෭߱௝
௜,                                        (1) 

෱ܦ ෭߱௝
௜ ൌ ෭߱௝

௞ ∧ ෭߱௞
௜ ൅ ߱௞ ∧ ෭߱௝௞

௜ ,                             (2) 

෱ܦ ෭߱௝௞
௜ ൌ ෭߱௝௞

௟ ∧ ෭߱௟
௜ െ ෭߱௟௞

௜ ∧ ෭߱௝
௟ െ ෭߱௝௟

௜ ∧ ෭߱௞
௟ ൅ ߱௟ ∧ ෭߱௝௞௟

௜ , 

где (см.: [6; 7]) 

߱௜ ൌ ௝ݔ
௜݀ݔ௝, 

෭߱௝
௜ ൌ െݔ

∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜ ߱௞,                              (3) 

෭߱௝௞
௜ ൌ Δ෱ݔ෬௝௞

௜ ൅ ሺݔ෬௝ሾ௞
௦ ௦௟ሿݔු

௜ െ ෬௝௞௟ݔ
௜ ሻ߱௟. 

Для слоевых координат 2-го порядка ݔ෬௝௞
௜  справедливо ра-

венство 

෬ሾ௝௞ሿݔ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , 

где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ ൌ ഥܰ௣௤௟ ݔ
∗
௝
௣ݔ
∗
௞
௤. Слоевые координаты 3-го по-

рядка ݔ෬௝௞௟
௜  симметричны только по последним двум индексам. 

Оператор Δෙ действует по закону 

Δ෱ ௝ܵ
௜ ൌ ݀ ௝ܵ

௜ ൅ ௝ܵ
௟ ෭߱௞

௜ െ ܵ௞
௜ ෭߱௝

௞. 

Замечание. Галочка показывает, что объекты получены в 
результате применения операторов ܦ෱ и ም݀.  

Альтернирование форм ෭߱௝௞
௜  имеет вид 

෭߱ሾ௝௞ሿ
௜ ≡ െΔ෱ ௝ܰ௞

௜ 		൫݉݀݋	߱௞൯, 

то есть при фиксации точки многообразия 

෭߱ሾ௝௞ሿ
௜ ห

ఠ೗ୀ଴
ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௦ ௞ሿߜ

௜ డమ௙

డ௫഍డ௫ೞ
కݔ݀ . 

Кроме того, ෭߱௝ሾ௞௟ሿ
௜ ≡ ෬௝௦ݔ

௜ Δ෱N୩୪
ୱ 		ሺ݉݀݋	߱௞ሻ.  
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2. Пфаффовы производные  

и скобки касательных векторов 
 
Пусть ܶ ෰ܺ௠ ൌ ∗ܶ ௜ሻ иߝሺ݊ܽ݌ݏ ෰ܺ௠ ൌ  ሺ߱௜ሻ — касательное݊ܽ݌ݏ

и кокасательное пространства к многообразию ෰ܺ௠ в его теку-
щей точке, причем ߱௜ሺߝ௝ሻ ൌ ௝ߜ

௜. Для построенных дифферен-
циалов справедливо 

෱߱௜ܦ ൌ ௜߱ܦ ൅ ௝ܰ௞
௜ ߱௝ ∧ ߱௞, 

ም݀ߝ௜ ൌ ௜ߝ݀ ൅ ௜ܰ௝
క߱௝⨂߲క. 

Касательное пространство 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠ деформиру-
ющегося многообразия ෰ܺ௠ натянуто на векторы 

௜ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௝
௝߲,   ߝ௜̆௝ ൌ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ෬௜௝ݔ

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క, 

причем ߲௜௝ ൌ
డ

డ௫೔డ௫ೕ
, 

Δ෱ߝ௜ ൌ ௜̆௝ߝ௜̆௝⨂߱௝,     Δ෱ߝ െ ෭߱௜௝
௞ ௞ߝ⨂ ൌ ߱௞⨂ߝ௜̆௝௞;           (4) 

ሾ̆௜௝ሿߝ ൌ െ ௜ܰ௝
௞ߝ௞,   ߝሺ̆௜௝ሻ ൌ ݔ

∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞߲௟௞ ൅ ෬ሺ௜௝ሻݔ

௞ ௞ߝ ൅ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ߲క. 

Рассмотрим касательный вектор ݒ ൌ  ௜. С учетом (4) приߝ௜ݒ
отображении ም݀ получим  

ም݀ݒ ൌ ⨂௜ߝ ᇞ෭ ௜ݒ ൅  .௜̆௝⨂߱௝ߝ௜ݒ

Координаты ݒ௜ удовлетворяют уравнениям 

ᇞ෭ ௜ݒ ൌ ෬௝ݒ
௜߱௝,                                      (5) 

где 

ᇞ෭ ௜ݒ ൌ ௜ݒ݀ ൅ ௝ݒ ෭߱௝
௜. 

Уравнения и выражения для пфаффовых производных ݒ෬௝
௜ 

можно найти двумя способами. Один способ состоит в том, 
чтобы в уравнениях (5) перейти к натуральному кореперу 
,௜ݔ݀ ௟ݔ݀

௞, найти выражение для ݒ෬௝
௜, продифференцировав кото-
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рые получить уравнения для ݒ෬௝
௜. Второй способ заключается во 

внешнем дифференцировании уравнений (5) с применением 
структурных уравнений (1, 2) и деривационных формул (4). 
Эти способы можно условно считать внутренним и внешним. 

С учетом (3) из (5) получим выражение 

ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜߱௝ ൅ ߲௞

௟ ௟ݔ௜݀ݒ
௞ ൅ ௝ݒ ቀെݔ

∗
௝
௟݀ݔ௟

௞ߜ௞
௜ െ ௝௞ݔ

௜ ߱௞ቁ ൌ ௝ݒු
௜߱௝, 

откуда следуют равенства коэффициентов при базисных фор-
мах ߱௝ и дифференциалах ݀ݔ௟

௞ 

෬௝ݒ
௜ ൌ ݔ

∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ෬௞௝ݔ௞ݒ

௜ ,                              (6) 

߲௞
௟ ௜ݒ ൌ ௞ߜ

௜ ݔ௝ݒ
∗
௝
௟. 

Рассмотрим также производные, которые понадобятся далее: 

௦߲൫߲௞
௟ ௜൯ݒ ൌ ߲௞௦

௟ ௜ݒ ൌ ௦߲௞
		௟ ௜ݒ ൌ ௞ߜ

௜ ݔ
∗
௝
௟
௦߲ݒ௝.               (7) 

Замечание. Поскольку ෭߱௝
௜ห
ఠೖୀ଴

ൌ ௝߱
௜ห
ఠೖୀ଴

ൌ െݔ
∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ , то при 

фиксации точки базы из (5) получим точно такие же уравне-
ния для объекта ݒ௜ на многообразии ෘܺ௠, как и на обычном 
гладком многообразии ܺ௠: 

௜หݒ݀
ఠೖୀ଴

ൌ ݔ௝ݒ
∗
௝
௞݀ݔ௞

௜ . 

Эта система дифференциальных уравнений линейна и од-
нородна относительно компонент объекта ݒ௜ и их дифферен-
циалов. Значит, объект ݒ௜ на многообразии ෘܺ௠ не только по 
форме, но и по сути является тензором Г. Ф. Лаптева, то есть 
линейным однородным геометрическим объектом [1, с. 298]. 

Дифференцирование функций (6) дает 

෬௝ݒ݀
௜ ൌ ݔ݀

∗
௝
௞߲௞ݒ௜ ൅ ݔ

∗
௝
௞݀൫߲௞ݒ௜൯ െ ෬௞௝ݔ௞ݒ݀

௜ െ ෬௞௝ݔ௞݀ݒ
௜ ൌ 

ൌ ቀݔ
∗
௟
௞ ෕߱௝

௟ ൅ ݔ
∗
௦
௞ݔ෬௝௟

௦߱௟ቁ ߲௞ݒ௜ ൅ 

൅	ݔ
∗
௝
௞ ቀ߲௞௦ݒ௜ݔ

∗
௟
௞߱௟ ൅ ߲௞௦

		௟ ௟ݔ௜݀ݒ
௦ቁ—൫ුݒ௟

௞߱௟ െ ௟ݒ ෕߱௟
௞൯ݔ෬௞௝

௜ ൅ 

൅	ݒ௞൫ ෕߱௞௝
௜ ൅ ෬௞௝ݔ

௟ ෕߱௟
௞ െ ෬௟௝ݔ

௜ ෕߱௞
௟ െ ෬௞௟ݔ

௜ ෕߱௝
௟ ൅ ൫ݔ෬௞ሾ௝

௦ ෬௦௟ሿݔ
௜ െ ෬௞௝௟ݔ

௜ ൯߱௟൯. 
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Учитывая (7) в подчеркнутом слагаемом последнего ра-
венства, получим 

෬௝ݒ݀
௜ ൌ െݒ෬௝

௞ ෭߱௞
௜ ൅ ෬௞ݒ

௜ ෭߱௝
௞ ൅ ෬௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅                     (8) 

൅ቀݒ෬௟
௜ݔ෬௝௞

௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ
௜ ෬௝௞ݔ

௟ ൅ ݔ
∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ ௝ݒු

௟ݔ෬௟௞
௜ ൅ ௞ݒු

௟ ෬௟௝ݔ
௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ

௟ ෬௟௞ሻݔ
௜ ቁ߱௞. 

Тогда уравнения на пфаффовы производные ݒ෬௝
௜ принимают 

следующий вид: 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൌ ෬௝௞ݒ
௜ ߱௞, 

откуда видно, что они образуют тензор вместе с координатами 
෬௝௞ݒ ௜. Компонентыݒ

௜  пфаффовых производных имеют вид 

෬௝௞ݒ
௜ ൌ ෬௟ݒ

௜ݔ෬௝௞
௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ෬௝௞ݔ
௟ ൅ ݔ

∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ 

൅ݒ෬௝
௟ݔ෬௟௞

௜ ൅ ෬௞ݒ
௟ ෬௟௝ݔ

௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ
௟ ෬௟௞ሻݔ

௜ , 

причем их симметричные и кососимметричные части можно 
записать следующим образом: 

෬ሾ௝௞ሿݒ
௜ ൌ ൫ݒ෬௟

௜ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ
௜ ൯ݔ෬ሾ௝௞ሿ

௟ ൌ െሺݒ෬௟
௜ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ሻ ௝ܰ௞
௟ , 

෬ሺ௝௞ሻݒ
௜ ൌ ෬௟ݒ

௜ݔ෬ሺ௝௞ሻ
௟ ൅ ෬௦௟ݔ௦ݒ

௜ ෬ሺ௝௞ሻݔ
௟ ൅ ݔ

∗
௝
௟ݔ
∗
௞
௦߲௟௦ݒ௜ ൅ 

൅ݒ෬௝
௟ݔ෬௟௞

௜ ൅ ෬௞ݒ
௟ ෬௟௝ݔ

௜ ൅ ෬௦ሺ௝ݔ௦ݒ
௟ ෬௟௞ሻݔ

௜ . 

Теперь продифференцируем уравнения (5) внешним обра-
зом с помощью ܦ෱: 

൫ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൯ ∧ ߱௝ ൅ ௜൯ݒෙ൫݀ܦ ൌ 0. 

Для использования леммы Лаптева необходимо условие 
௜൯ݒ෱൫݀ܦ ൌ ௝ߠ

௜ ∧ ߱௝, тогда из соотношений 

൫ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅ ௝ߠ
௜൯ ∧ ߱௝ ൌ 0 

получим 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ௞ݒ ෭߱௞௝

௜ ൅ ௝ߠ
௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ

௜ ߱௞	. 
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Для совпадения этих уравнений с найденными другим 
способом уравнениями (8) необходимо условие ߠ௝

௜ ൌ ሾ௝௞ሿݒු
௜ ߱௞, 

тогда 

ᇞ෭ ෬௝ݒ
௜ െ ෬௞௝ݒ௞ݒ

௜ ൌ ൫ݒ෬ሺ௝௞ሻ
௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿݒ

௜ ൯߱௞. 

Последнее равенство совпадает с (8), если 

෬௝௞ݒ
௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ

௜ ൅ ෬ሾ௝௞ሿݒ
௜ . 

Таким образом, внешний способ приводит к тому же ре-
зультату, что и внутренний, если 

௜൯ݒ෱൫݀ܦ ൌ െݒ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ߱௝ ∧ ߱௞, 

что на самом деле выполняется при прямом вычислении 
 ௜൯. Кстати, для полного дифференциала функцииݒ෱൫݀ܦ

݃ ൌ ݃ሺݔ௜,  కሻ справедливо аналогичное равенствоݔ

෱ሺ݀݃ሻܦ ൌ
డ௙

డ௫೔
డ௚

డ௫ೕ
௜ݔ݀ ∧ ௝ݔ݀ ൌ ߲௞݂߲௟݃ݔ

∗
ሾ௜
௞ݔ
∗
௝ሿ
௟ ߱௜ ∧ ߱௝ [6]. 

Замечание. На обычном гладком многообразии ܦ൫݀ݒ௜൯ ൌ 0, 

෬ሺ௝௞ሻݔ	
௟ ൌ ௝௞ݔ

௟  и оба способа (как внутренний, так и внешний) 

дают одинаковый результат с симметричными пфаффовыми 
производными ݒ௝௞

௜ ൌ ෬ሺ௝௞ሻݒ
௜ . 

Скобка Ли касательных векторов ݑ ൌ ݒ ,௜ߝ௜ݑ ൌ -௜ на деߝ௜ݒ
формирующемся многообразии ෰ܺ௠ имеет вид 

ሾݑ, ሿݒ ൌ ሾݑ௜ߝ௜, ௝ሿߝ௝ݒ ൌ ෬௝ݒ௝൫ݑൣ
௜ ൅ ෬௞௝ݔ௞ݒ

௜ ൯ െ ෬௝ݑ௝൫ݒ
௜ ൅ ෬௞௝ݔ௞ݑ

௜ ൯൧ߝ௜. 

Фактически с учетом обозначений (6) и ݔ෬ሾ௝௞ሿ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜  для 

скобки векторов на многообразии ෰ܺ௠, так же как и на много-
образии ܺ௠, имеем 

ሾݑ, ሿݒ ൌ ቂݑ௝ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ݔ௝ݒ

∗
௝
௞߲௞ݑ௜ቃ  .௜ߝ
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3. Кручение аффинной связности и симметрия  
тензора деформации на многообразии ࢄ෱࢓ 

 
Аффинная связность в главном расслоении реперов ܦ௠ଵ ሺ ෰ܺ௠ሻ 

со структурными уравнениями (1, 2) задается по Лаптеву с 
помощью форм [7; 10]: 

෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱௝

௜ െ Г෰௝௞
௜ ߱௞     (ᇞ෭ Г෰௝௞

௜ ൅ ෭߱௝௞
௜ ൌ Г෰௝௞,௟

௜ ߱௟). 

Объект кручения ෰ܶ௝௞
௜ ൌ Г෰ሾ௝௞ሿ

௜  аффинной связности удовле-
творяет сравнениям 

ᇞ෭ ෰ܶ
௝௞
௜ ≡	ᇞ෭ ௝ܰ௞

௜ ,                                    (9) 

влекущим нетензорность объекта кручения, следствием че-
го является то, что аффинная связность на многообразии ෰ܺ௠ 
всегда имеет кручение. 

Рассмотрим разложение 

Г෰௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ െ ෬௝௞ݔ
௜                                    (10) 

с использованием тензора деформации ߛ௝௞
௜ ൌ ௝௞ߛ

௜ ൫ݔ௟, ௤ݔ
௣൯ от ка-

нонической аффинной связности Г෰
௖

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜  к произвольной.  

Можно полагать (см.: [8]), что любой связности Г෰௝௞
௜  с тен-

зором ߛ௝௞
௜ , определенной на деформирующемся многообразии 

෰ܺ௠, соответствует связность Г௝௞
௜  с тем же тензором ߛ௝௞

௜ , опре-
деленная на обычном гладком многообразии ܺ௠ (и наоборот). 
Отметим, что в работе [8] говорилось о связности на многооб-
разии при отнесении его к неголономным и голономным репе-
рам. 

Известно, что связность является полусимметрической 
(см.: [3; 4; 11; 12; 14]), если ее тензор кручения ௜ܵ௝

௞  имеет вид 
(см.: [3, гл. IV, § 40])  

௜ܵ௝
௞ ൌ భ

೘షభ
ሺߜ௜

௞ߟ௝ െ ௝ߜ
௞ߟ௜ሻ, 

где ߜ௜
௞ — символ Кронекера, а ߟ௝ ൌ ௜ܵ௝

௜ .  
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Утверждение. Слоевые координаты ݔ෬௝௞
௜  на многообразии 

෰ܺ௠ являются полусимметрическими. 
Для слоевых координат 2-го порядка (это компоненты ка-

нонической связности) ݔ෬௝௞
௜  справедливо  

෬ሾ௝௞ሿݔ
௜ ൌ െ ௝ܰ௞

௜ , 

где ௝ܰ௞
௜ ൌ ݔ

∗
ሾ௝
௟ ௞ሿߜ

௜ ߲௟݂ ൌ ഥܰ௣௤௟ ݔ
∗
௝
௣ݔ
∗
௞
௤ — это кручение канонической 

связности. Для свертки ௞ܰ ൌ ௜ܰ௞
௜  имеем 

௞ܰ ൌ
ଵି௠

ଶ
ݔ
∗
௞
௟ ߲௟݂, 

поэтому 

௝ܰ௞
௜ ൌ

ଵ

௠ିଵ
ሺߜ௝

௜
௞ܰ െ ௞ߜ

௜
௝ܰ ሻ. 

Следовательно, координаты ݔ෬௝௞
௜  являются полусимметри-

ческими (см.: [3; 4; 11; 12; 14]). 
Формы ෭߱௝௞

௜ , так же как и координаты ݔ෬௝௞
௜ , являются полу-

симметрическими. 
Альтернируя разложение (10) для связности Г෰௝௞

௜ , получим 
разложение для компонент объекта кручения 

T෱௜௝
௞ ൌ ሾ௜௝ሿߛ

௞ ൅ ௜ܰ௝
௞ .                                (11) 

В случае симметричного тензора деформации ߛ௝௞
௜ ሾ௜௝ሿߛ) 

௞ ൌ 0) 

кручение выражается по формуле T෱௜௝
௞ ൌ ௜ܰ௝

௞ .  
Следует отметить, что на многообразии ܺ௠ симметрич-

ность тензора ߛ௝௞
௜  влечет за собой симметричность связности 

Г௝௞
௜ , тогда как на многообразии ෰ܺ௠ симметричность тензора 

௝௞ߛ
௜  не влечет за собой симметричность связности Г෰௝௞

௜ . Несим-

метрия связности Г෰௝௞
௜  обусловлена в первую очередь несим-

метрией координат ݔ෬௝௞
௜ . Даже если тензор ߛ௝௞

௜  является сим-

метричным, то связность Г෰௝௞
௜  не является симметричной. По-

скольку в этом случае ෰ܶ௝௞
௜ ൌ ෬ሾ௝௞ሿݔ

௜ ൌ െ ௝ܰ௞
௜ , то Г෰௝௞

௜  будет полу-
симметричной.  
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Теорема 1. Если тензор деформации γ௝௞
௜  симметричен или 

равен нулю, то связность Г෰௝௞
௜  является полусимметрической. 

Рассмотрим оснащающие векторы ߝሚ̆௜௝: 

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ௜̆௝ߝ ൅ Γ෰௜௝
௞ߝ௞,    Δ෱ߝሚ̆௜௝ ≡ 0  (mod ߱௞). 

Несимметричные векторы  

ሚ̆௜௝ߝ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ ൅ ௜௝ߛ
௞  ௞ߝ

заданы в касательном пространстве 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠, 
෨߃ ൌ ሚ̆௜௝ሻߝሺ݊ܽ݌ݏ ⊂ ܶଶ ෘܺ௠, однако задают они аффинную связ-
ность 1-го порядка.  

В [7] говорилось, что равенство ݒ௜௝ߝሚ̆௜௝ ൌ  ௞ равносильноߝ௞ݒ
системе  

ݔ௜௝ݒ
∗
௜
ሺ௟ݔ
∗
௝
௞ሻ ൌ ௞ݒ			,0 ൌ ௜௝ߛ௜௝ݒ

௞ , 

имеющей ненулевое решение 

௜௜ݒ ൌ ௜௝ݒ   ,0 ൌ െݒ௝௜,  ݅ ് ௞ݒ	   ,݆ ൌ ௜௝ߛ௜௝ݒ
௞ . 

Таким образом, подпространство ߃෨  пересекает касатель-
ную плоскость ܶ ෘܺ௠, что не позволяет называть ее нормалью, 
даже обобщенной (см.: [8]). Следовательно, хотя выражение 
для альтернированных повторных ковариантных производных 
базисных касательных векторов имеет традиционный вид 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ ൅ ෘܴ

௜௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ)   ௟ߝ ്  ሚ̆௟௜),        (12)ߝ

тем не менее объекты кручения ෰ܶ௝௞
௟  и кривизны ෘܴ௜௝௞

௟  произ-
вольной связности нельзя трактовать как горизонтальную и 
вертикальную составляющие альтернированных повторных 
ковариантных производных касательных векторов. 

Заметим, что равенства ߝሚ̆ሾ௜௝ሿ ൌ ሾ௜௝ሿߛ
௞  ௞ выполняются как наߝ

многообразии ෘܺ௠, так и на многообразии ܺ௠. Таким образом, 
симметрия тензора деформации ߛ௜௝

௞  отвечает за симметрию 

оснащающих векторов ߝሚ̆௜௝. В этом случае ߃෨ ∩ ܶ ෘܺ௠ ൌ ∅.    
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Если тензор деформации ߛ௜௝
௞  симметричен, то касательное 

пространство 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠ распадается в прямую сумму 
ܶଶ ෰ܺ௠ ൌ ܶ ෘܺ௠⨁ܶܪଶ ෰ܺ௠ касательного пространства ܶ ෘܺ௠ и осна-
щающего подпространства ݊ܽ݌ݏሺߝሚ̆௜௝ሻ. В этом случае векторы 
ሚ̆௜௝ߝ ൌ ௜̆௝ߝ ൅ Γ෰௜௝

௞ߝ௞ являются (обобщенными) горизонтальными 
векторами 2-го порядка для аффинной связности 1-го поряд-
ка, подпространство ܶܪଶ ෰ܺ௠ ൌ ሚ̆௜௝ሻ пространства ܶଶߝሺ݊ܽ݌ݏ ෰ܺ௠ — 
(обобщенным) горизонтальным пространством, касательное 
пространство ܶ ෘܺ௠ ൌ ܸܶଶ ෰ܺ௠ — вертикальным пространст-
вом в касательном пространстве 2-го порядка ܶଶ ෰ܺ௠.  

 
4. Кривизна, порожденная кручением и деформацией  

аффинной связности 
 
Структурные уравнения для форм ෭߱෩௝

௜ имеют вид 

෱ܦ ෭߱෩௝
௜ ൌ ෭߱෩௝

௞ ∧ ෭߱෩௞
௜ ൅

ଵ

ଶ
෰ܴ
௝௞௟
௜ ߱௞ ∧ ߱௟. 

Компоненты объекта кривизны можно выразить с помо-
щью компонент объекта связности и его пфаффовых произ-
водных ෰ܴ௝௞௟

௜ ൌ Г෰௝ሾ௞,௟ሿ
௜ െ Г෰௝ሾ௞

௦ Г෰|௦|௟ሿ
௜ , а также с помощью тензора 

деформации [7] 

෰ܴ
௝௞௟
௜ ൌ ௦߲ߛ௝ሾ௞

௜ ݔ
∗
௟ሿ
௦ െ ௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ െ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ ,                (13) 

причем 

ᇞ෭ ෰ܴ
௝௞௟
௜ ≡ െߛ௝௦

௜ ∆෱ ௞ܰ௟
௦ .                                (14) 

Из сравнений (14) видно, что компоненты объекта кривиз-
ны образуют тензор только при ߛ෬௝௞

௜ ൌ 0, то есть для канониче-

ской связности Г෰
௖

௝௞
௜ , причем в этом случае ෰ܴ

௖

௝௞௟
௜ ൌ 0. 

Учитывая сравнения (9, 14) и тензорность объекта дефор-
мации ߛ௝௞

௜ , получим следующее выражение для объекта кри-

визны: ෰ܴ௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜ ෰ܶ
௞௟
௦ . Таким образом, справедлива следующая 

теорема. 
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Теорема 2. Деформация ߛ௝௦
௜  и кручение ෰ܶ௞௟

௦  аффинной связ-
ности индуцируют кривизну этой связности по формуле  

෰்ܴ
௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜ ෰ܶ
௞௟
௦ .                                 (15) 

Дадим геометрическую характеристику этой связности с 
помощью альтернированных повторных ковариантных произ-
водных базисных касательных векторов (12).  

Из (41) с учетом форм ෭߱෩௝
௜ следует, что ковариантные про-

изводные тензора ݒ௜ имеют вид 

௜ݒ෱௝׏ ൌ ௝ݒු
௜ െ ௞Γ෰௞௝ݒ

௜ . 

Или, с использованием обозначения (6) и разложения (10), 

௜ݒ෱௝׏ ൌ ݔ
∗
௝
௞߲௞ݒ௜ െ ௞γ௞௝ݒ

௜ . 

Для связности с кривизной (15) получим из (12)  

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ሺߝሚ̆௜௟ െ γ௝௟

௦  ௦ሻߝ

или 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ሚ̆|௜|௝ሿߝ෱ሾ௞׏ ൌ ෰ܶ
௝௞
௟ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ሺ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కሻ. 

Симметричные векторы  

݁̆ሚ
ୡ

௜௟ ൌ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ሺ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కሻ 

инвариантны и определяют горизонтальное подпространство 

݊ܽ݌ݏ ቆ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ቇ канонической связности Г෰
௖

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ . То есть под-

пространство ݊ܽ݌ݏ ቆ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ቇ симметричных векторов ݁̆ሚ
ୡ

௜௝ не пере-

секает касательное пространство ܶ ෘܺ௠ и дополняет его до все-
го ܶଶ ෘܺ௠. При этом  

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ ௝ܰ௞
௟ ݁̆ሚ
ୡ

௜௟. 
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Теорема 3. Относительно связности, кривизна ෰்ܴ
௝௞௟
௜ ൌ	

ൌ െߛ෬௝௦
௜ ෰ܶ

௞௟
௦  которой порождена кручением и деформацией, аль-

тернации повторных ковариантных производных векторов ߝ௜ 

натянуты на симметричные векторы ݁̆ሚ
ୡ

௜௟ ൌ ݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ሺ߲௟௞ ൅ ௟ܰ௞

క ߲కሻ, 

определяющие нормаль ܧ෨
ୡ

෨ܧ ,
ୡ

⨁ܶ ෘܺ௠ ൌ ܶଶ ෘܺ௠, дополняющую ка-
сательное пространство ܶ ෘܺ௠ до касательного пространства 
2-го порядка ܶଶ ෘܺ௠.  

 
5. Простая связность и ее свойства 

 
Для векторов ݑ ൌ ݒ ,௜ߝ௜ݑ ൌ ݓ ,௜ߝ௜ݒ ൌ -௜ на деформируߝ௜ݓ

ющемся многообразии ෘܺ௠ имеем 

ݒ௨׏ െ ݑ௩׏ െ ሾݑ, ሿݒ ൌ ሾ௝௞ሿߛ௜ݒ௜ݑ
௜ ௜ߝ ൌ ௜൫ݒ௜ݑ ෰ܶ௝௞

௜ െ ௝ܰ௞
௜ ൯ߝ௜, 

ݓෙ௩׏ෙ௨׏ െ ݓෙ௩׏ෙ௨׏ െ ݓෙሾ௨,௩ሿ׏ ൌ ௝൫ݓ ෰ܴ௝௞௟
௜ ൅ ෬௝௦ߛ

௜
௞ܰ௟
௦ ൯ݑ௞ݒ௟ߝ௜, 

причем 

ݒ௨׏ ൌ  .௜ߝ௜ݒෙ௝׏௝ݑ

Рассмотрим связность на многообразии ෰ܺ௠, соответству-
ющую симметрической плоской связности на многообразии 
ܺ௠. 

Симметрическая плоская связность на многообразии ܺ௠ 
определяется соотношениями 

ݒ௨׏ െ ݑ௩׏ ൌ ሾݑ,  ,ሿݒ

ݓ௩׏௨׏ െ ݓ௩׏௨׏ ൌ  .ݓሾ௨,௩ሿ׏

На многообразии ෰ܺ௠ этой связности будет соответствовать 
связность, кручение и кривизна которой выражаются по фор-
мулам 

T෱ே ௜௝
௞ ൌ ௜ܰ௝

௞ ,                                      (16) 

෰ܴே
௝௞௟
௜ ൌ െߛ௝௦

௜
௞ܰ௟
௦ .                                 (17) 
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Определение. Связность, кручения и кривизна которой 
выражаются через симметричный тензор деформации по фор-
мулам (16, 17), назовем простой и обозначим Γ෰ே ௝௞

௜ . Эта связ-
ность является полусимметрической. 

Кручение (16) отвечает связности с симметричным тензо-
ром деформации ߛ௝௞

௜ . В этом случае связность является полу-
симметрической, а горизонтальные векторы ߝሚ̆௜௝ симметричны: 

ሚ̆ሺ௜௝ሻߝ ൌ ቀݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞ቁ ߲௟௞ ൅ ൫ߛሺ௜௝ሻ

௞ ൯ߝ௞ ൅ ሺݔ
∗
௜
௟ݔ
∗
௝
௞

௟ܰ௞
క ሻ߲క. 

Для симметрического тензора деформации из (12) следует 

௜ߝ෱୨ሿ׏෱ሾ௞׏ ൌ T෱ே ௝௞
௟ ሚ̆௜௟ߝ ൅ ෰ܴே

௜௝௞
௟ ௟ߝ ൌ ௝ܰ௞

௟ ൫ߝሚ̆௜௟ െ ෬௜௟ߛ
௦ ௦൯ߝ ൌ 

ൌ ௝ܰ௞
௟ ݔ
∗
௜
௣ݔ
∗
௟
௤ ቀ߲௣௤ ൅ ௣ܰ௤

క ߲కቁ ൌ ௝ܰ௞
௟ ݁̆ሚ
ୡ

௜௟. 

Теорема 4. На многообразии ෘܺ௠ для полусимметрической 
связности с кручением T෱ே ௜௝

௞ ൌ ௜ܰ௝
௞  (16) и кривизной ෰ܴே

௝௞௟
௜ ൌ	

ൌ െߛ௝௦
௜

௞ܰ௟
௦  (17) имеем 

ݒ௨ߘ െ ݑ௩ߘ ൌ ሾݑ, ݓ௩׏௨׏			,ሿݒ െ ݓ௩׏௨׏ ൌ  .ݓሾ௨,௩ሿ׏

Это аналог связности без кручения и кривизны, заданной 
на многообразии ܺ௠.  

Утверждение. Если на многообразии ෘܺ௠ тензор деформа-
ции симметричен, то есть ߛሾ௝௞ሿ

௜ ൌ 0, то ߘ௨ݒ െ ݑ௩ߘ ൌ ሾݑ,   .ሿݒ
Проанализируем дополнительно условие (17) с учетом (13). 

Из (13) следует, что тензор ߛ௝௞
௜  удовлетворяет условию 

௦߲ߛ௝ሾ௞
௜ ݔ

∗
௟ሿ
௦ ൌ ௝ሾ௞ߛ

௦ ௦|௟ሿ|ߛ
௜ . 

В случае кручения и кривизны (16, 17) для альтернирован-
ных ковариантных производных тензора ߛ௝௞

௜  справедливо 

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െݔ

∗
ሾ௟
௦

௦߲ߛ|௝|௞ሿ
௜ , 

или, с помощью касательных векторов ߝ௟, 

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െ߲ఌሾ೗ߛ|௝|௞ሿ

௜ . 
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Теорема 5. Относительно простой связности Γ෰ே ௝௞
௜  аль-

тернации ковариантных производных тензора деформации 
противоположны альтернациям производных тензора де-
формации по направлению векторов ߝ௟, то есть  

௝|௞ሿ|ߛෙሾ௟׏
௜ ൌ െߝሾ௟൫ߛ|௝|௞ሿ

௜ ൯. 

Условие ߛ௝௞
௜ ൌ 0 выделяет из простой связности Γ෰ே ௝௞

௜  кано-

ническую связность Г෰
ୡ

௝௞
௜ ൌ െݔ෬௝௞

௜ , которая является плоской и 
полусимметрической и для которой также выполняется 

෰ߘ
ୡ

௨ݒ െ ෰ߘ
ୡ

௩ݑ ൌ ሾݑ, ෰ߘ     ,ሿݒ
ୡ

௨ߘ෰
ୡ

௩ݓ െ ෰ߘ
ୡ

௨ߘ෰
ୡ

௩ݓ ൌ ෰ߘ
ୡ

ሾ௨,௩ሿݓ. 

Замечание. На многообразии ෘܺ௠ симметрическая дефор-
мация связности (генератор [8]) выделяет класс полусиммет-
рических связностей Γ෰ே ௝௞

௜ , близкий по свойствам симметриче-

ской связности Γ௝௞
௜  многообразия ܺ௠. В работе [8] отмечено, 

что при использовании неголономных реперов симметричные 
связности не выделяются; в этом случае любые связности (в 
том числе и связности без кручения) имеют несимметричные 
компоненты.  
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tials. Curvature and torsion objects of this connection are not tensors. A cha-
racteristic of a curvature which is a convolution of a deformation tensor 
and a torsion, is considered. Torsion-free connections are not distingui-
shed on the introduced manifold, even in the case of symmetric deforma-
tion, a class of semi-symmetric connections is distinguished, which is an 
analogue of symmetric connection on an ordinary smooth manifold. It is 
proved that if the connection deformation tensor is symmetric or zero, 
then the connection is semi-symmetric. Analogues of torsion-free and cur-
vature-free connections are constructed. The torsion and curvature of this 
connection are expressed in terms of the symmetric deformation tensor 
for the connection. Canonical connection is a special case of this connec-
tion, it is semi-symmetric and curvature-free. 

 
Keywords: second order tangent space, differential perturbation, non-

symmetrical second order frames and coframes, torsion and curvature 
objects, flat connection, semi-symmetrical connection 
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