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ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ ОБОБЩЕНИЙ 
ТЕОРЕМЫ ДОЙРИНГА О РЕДУКЦИИ 

 
Исследуются различные обобщения теоремы Дойринга о редукции. 

Выясняется, что наиболее подходящей для дальнейшего уточнения яв-
ляется теорема, связывающая разложение p�K на простые идеалы с раз-
ложением A[p] на неразложимые BT1-групповые схемы с точностью до 
изоморфизма. Определяются основные проблемы дальнейшего обобще-
ния теоремы, некоторые пути их решения и ставятся задачи для по-
следующей работы в этом направлении. 
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The article is focused on various generalizations of the Deuring Reduc-
tion Theorem. Our research proves that the most appropriate theorem for fur-
ther elaboration is the one that relates the decomposition of pK into prime 
ideals with the decomposition of A[p] into indecomposable BT1-group schemes 
up to isomorphism. The article investigates basic problems of the theorem's 
further generalization and some ways of solving them as well as formulates 
tasks for further work in this direction. 

 
Ключевые слова: абелевы многообразия, точки p-кручения, теорема Дой-

ринга, BT1-групповые схемы, круговые слова. 
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Введение 
 

Одним из важнейших атрибутов любого абелева многообразия A 
размерности g являются его точки p-кручения, которые образуют ко-
нечную группу A[p]. Ее порядок равен p2g, кроме случая, когда много-
образие определено над алгебраически замкнутым полем k характери-
стики p — тогда порядок группы A[p] не будет превосходить pg. 

На сегодня существуют различные способы описать точки p-кру-
чения, однако менее исследованным остается вопрос о том, как по кон-
кретному идеалу P, в котором многообразие имеет хорошую редук-

цию, вычислить группу A[p], где p = P  . 
В случае, когда g = 1, ответ на этот вопрос дает теорема Дойринга о 

редукции. В терминах групповых схем ее можно сформулировать сле-
дующим образом. 

Теорема. Пусть  — эллиптическая кривая над числовым полем, обла-

дающая комплексным умножением на K — порядок в мнимом квадратичном 

поле K. Пусть P — идеал в  , лежащий над простым числом p, в котором  
имеет невырожденную редукцию E. Тогда 

E[p] ×p  
2

1,1I ,   =     = ,
/ ,   = .

K K

p K

если p или p
p если p


 

 



P P

PP   

Для абелевых многообразий размерности 2 и 3 существует обобще-
ние данной теоремы, описанное в статье [21]. В связи с этим возникает 
вопрос: можем ли мы для абелева многообразия произвольной размер-
ности, обладающего комплексным умножением на K, найти способ 
связать разложение групповой схемы A[p] на компоненты с разложени-
ем идеала (p) в кольце K? Существует ли общая теорема, описывающая 
подобную связь? Если нет, то можем ли мы описать общий алгоритм, 
который позволит вычислять на компьютере зависимости между раз-
ложениями для данного g  1? 
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1. Обзор результатов 

 
Особую роль в изучении абелевых многообразий играют точки ко-

нечного порядка. Известно, что группа точек p-кручения абелева мно-

гообразия A/k размерности g изоморфна группе (/p)f, где k — алгеб-

раически замкнутое поле характеристики p. Число f в этом случае на-
зывается p-рангом многообразия A. Если f  g, то многообразие называ-
ется обыкновенным, а в другом крайнем случае, при f  0, — суперсин-
гулярным. 

Суперсингулярные абелевы многообразия представляют особый ин-
терес, в частности, для криптографии. Их изучению посвящено множе-
ство работ, среди которых можно отметить [1; 8; 20]. Ясно, что теорема 
Дойринга, среди прочего, дает ответ на вопрос, как свойство суперсингу-
лярности многообразия зависит от разложения идеала (p). 

В исследовании точек p-кручения немаловажен вопрос об их количе-
стве, когда абелево многообразие рассматривается над некоторым фик-
сированным числовым или p-адическим полем K. Задача состоит в том, 
чтобы ограничить сверху число элементов множества A(K)[p] некоторой 
функцией F(K). Описание подобных границ для числа точек можно най-
ти, например, в статьях [4; 5; 19]. Также вопрос о конечности A(K)[p] ис-
следовался еще Рибетом в работе [17]. Возможно, что некоторые новые 
результаты в этом направлении удастся получить, если учесть специфи-
ку структуры A(p )[p] как конечной групповой схемы. 

Различные способы описания точек p-кручения абелевых многооб-
разий описаны в [16]. Автор статьи выделяет основные типы классифи-
кации точек p-кручения, а также дает описание группы A[p] главно-
поляризованного абелева многообразия произвольной размерности g 
для некоторых важных частных случаев. Кроме того, в конце статьи 
приводятся таблицы всевозможных типов точек p-кручения, возникаю-
щих при g  4. Заметим, что для g  3 данный результат полностью пе-
рекрывается главной теоремой статьи [21].  

Описывая точки p-кручения как квазиполяризованные BT1-групповые 
схемы ранга p2g, мы можем их классифицировать благодаря работам [12; 
13; 15]. В свою очередь, для классификации BT1-групповых схем, сущест-
вуют различные комбинаторные методы, которые можно найти в [9; 15]. 
Если же подходить к вопросу о классификации точек p-кручения, исполь-
зуя теорию ковариантных Дьёдонне модулей, то обратиться можно к ре-
зультатам, описанным в [6; 11]. Однако данные описания лишь дают 
представление о том, какими могут быть точки p-кручения, но не о том, в 
каких случаях они возникают. 

Наконец, зависимость между A[p] и разложением pK на простые 
идеалы была прослежена в статье [10], но лишь для случая абелевых 
поверхностей, то есть при g  2. В [18] эта зависимость также отразилась 
в некоторых частных результатах, которые местами пересекаются с ос-
новной теоремой статьи [21], однако не обладают той же полнотой, по-
скольку там описаны лишь некоторые определенные типы разложения 
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идеала pK, благодаря чему все доказательства приведены для произ-
вольной размерности многообразия. Кроме того, в [3] описана явная 
связь между разложением pK и p-рангом многообразия A, что полно-
стью покрыто результатами работы [21]. Стоит также упомянуть ре-
зультат Блэйка [2], который, хоть и не дает явных результатов, но при-
водит общую теорему, дающую полное обобщение теоремы Дойринга 
для абелевых многообразий произвольной размерности. Тем не менее 
Блэйк формулирует теорему в терминах многоугольников Ньютона, 
благодаря которым групповую схему A[p] можно восстановить лишь с 
точностью до изогении, но не изоморфизма, как в статье [21]. В связи с 
этим хотелось бы обобщить теорему Дойринга именно в духе статьи 
[21] таким образом, чтобы научиться по разложению идеала (p) опреде-
лять все возможные соответствующие этому разложению неизоморф-
ные групповые схемы A[p]. 
 

2. Проблемы и возможные пути решения 
 

1. Общий алгоритм. В оригинальной статье [21] алгоритм построе-
ния соответствий между разложениями идеала pK и разложениями 
групповой схемы A[p] приведен в неявном виде, последовательность 
действий можно проследить лишь на примерах с конкретными груп-
пами Галуа и не всегда очевидно как следует поступать в общей ситуа-
ции, когда заведомо не известна специфика той или иной группы. Бо-
лее того, алгоритм потребует некоторых оптимизаций, поскольку в ос-
нове своей он имеет обыкновенный перебор всех возможных случаев, 
поэтому стоит ожидать, что сложность будет быстро расти с ростом 
размерности. К примеру, в размерности 3 существует 4 неизоморфных 

группы, подходящих на роль группы Галуа G = Gal( K̂ /), где K̂  — за-

мыкание Галуа CM-поля K. В размерности 4, как показано Додсоном в 
статье [7], таких групп уже 30, и к каждой из них нужно применить весь 
алгоритм, чтобы получить полный результат. Предполагаемый поря-
док действий: формализовать алгоритм из статьи [21], реализовать его в 
системе компьютерной алгебры GAP и оптимизировать его работу, по-
ка не будут получены результаты, по крайней мере для тех входных 
данных, которые заранее известны благодаря статьям [7; 21]. 

2. Входные данные. Общий алгоритм потребует на вход два пара-
метра: размерность абелева многообразия g и список всевозможных 
групп G, возникающих как группы Галуа для замыканий Галуа всевоз-

можных CM-полей размерности 2g над . Соответственно, возникает 

вопрос, откуда брать эти группы. Известно, во всяком случае, что для 
g  7 подходящие списки можно найти в статье [7]. 

Кроме того, даже в большей размерности можно заметно сузить 
список групп, подходящих на роль нужных нам групп Галуа. Для этого 
необходимо понимать, какие требования следует предъявить к этим 
группам. А именно, они должны удовлетворять следующим условиям: 
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а) G определяется с точностью до изоморфизма; 
б) G является подгруппой симметрической группы S2g, причем ве-

личина 2g должна делить порядок группы G; 
в) G обладает нетривиальным центром, содержащим элемент по-

рядка 2, который мы обозначим через ι; 
г) G содержит подгруппу Δ порядка #G/2g, которая не является 

нормальной подгруппой в G и обладает тем свойством, что ι  Δ. 
3. Классификация неразложимых BT1-групповых схем. Конечная 

локально свободная коммутативная групповая схема G над схемой S на-
зывается усеченной групповой схемой Барсотти-Тейта уровня 1 или BT1-
групповой схемой, если она аннулируется отображением p и Ker(FrobG) = 
Im(VerG), где FrobG — морфизм Фробениуса схемы G, VerG — двойствен-
ный к нему морфизм, а p — отображение «умножение на p». 

В статье [21] приведена классификация неразложимых BT1-группо-
вых схем порядка p2g, где g  3. Это делается ровно для того, чтобы по-
том иметь возможность однозначно записать A[p] как произведение ко-
нечного числа неразложимых BT1-групповых схем. Однако как про-
должить классификацию на произвольную размерность пока что оста-
ется открытым вопросом. Дело в том, что из статей [12; 14] известно, ка-
ким образом можно классифицировать произвольные конечные нераз-
ложимые групповые схемы, однако не всякая групповая схема, нераз-
ложимая в смысле Барсотти-Тейта, является неразложимой в обычном 
смысле, то есть не является представимой в виде произведения двух 
или более групповых схем (которые не обязательно сами будут являть-
ся BT1-групповыми схемами). Возможно, для произвольной размерно-
сти потребуется ввести некий аналог теоремы из статьи [14], позво-
ляющей классифицировать BT1-групповые схемы через классифика-
цию круговых слов определенного типа. 
 

3. Постановка задачи 
 

Принимая во внимание все вышесказанное, автору представляется 
возможным поставить перед собой следующие задачи: 

1. Разработать способ классификации усеченных групповых схем 
Барсотти-Тейта уровня 1 в терминах круговых слов для любого наперед 
заданного порядка схемы. 

2. Разработать и реализовать эффективный алгоритм, позволяю-
щий за приемлемое время вычислять таблицу соответствий между раз-
ложениями идеала pK и разложениями групповой схемы A[p] для не 
слишком больших размерностей абелева многообразия. 

3. Разработать метод построения входных данных для алгоритма из 
пункта 2 для любых допускаемых им размерностей. 
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