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Об основных результатах Н. В. Степанова в теории ОДУ 
 

Выделены основные результаты выдающегося оте-
чественного математика Н. В. Степанова в геометриче-
ской теории ОДУ. 
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1. В 2016 году довольно скромно отмечалось 90-летие со 
дня рождения отечественного геометра Николая Васильевича 
Степанова (1926—1991), профессора, доктора физико-матема-
тических наук. Научная карьера Н. В. Степанова была связана 
с механико-математическим факультетом МГУ им. М. В. Ло-
моносова, где он получил образование и защитил кандидат-
скую и докторскую диссертации. Н. В. Степанов работал в Ве-
ликих Луках и Смоленске [1]. 

Практически вся научная деятельность Н. В. Степанова 
была связана с одним направлением — геометрической теори-
ей обыкновенных дифференциальных уравнений. Наиболее 
полно его результаты представлены в двух обзорах [2; 3], ко-
торые чаще всего цитируются специалистами в данной обла-
сти. Достижениям Н. В. Степанова в геометрической теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений уделено значи-
тельное место в обзоре [4] выдающегося отечественного спе-
циалиста Л. Е. Евтушика. В упомянутом обзоре Л. Е. Евтушик 
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подчеркивает, что важнейшим направлением приложения со-
временного аппарата геометрических исследований стала гео-
метрия дифференциальных уравнений. Толчок этому направ-
лению исследований задан работами замечательного француз-
ского геометра Эли Картана (см., например, [5]). Фундамен-
тальные результаты в геометрической теории дифференциаль-
ных уравнений были получены Г. Ф. Лаптевым, А. М. Василь-
евым, В. И. Близникасом, А. К. Рыбниковым, Н. В. Степановым 
и их учениками [4]. 

2. Основной целью (и задачей) исследований Н. В. Степа-
нова было отыскание инвариантов произвольного обыкновен-
ного дифференциального уравнения 

  )1()( ,,,,  nn yyyxfy   

порядка 3n относительно псевдогруппы g  преобразований 
плоскости; все остальные задачи являлись либо средствами 
достижения основной цели (дифференциально-геометриче-
ский аппарат, теория связностей и т. п.), либо ее естественны-
ми следствиями и развитием (классификация обыкновенных 
дифференциальных уравнений, различные истолкования инва-
риантов и связей между ними). 

Н. В. Степановым была построена система (в принципе — 
бесконечная) продолжений основного уравнения, которая изу-
чалась с точки зрения введенных операций ковариантного 
дифференцирования. Из системы продолжений выделялись 
структуры алгебраического характера (вообще говоря, беско-
нечномерные) с набором операторов ковариантного диффе-
ренцирования — дифференциальные алгебры. Показывалось, 
что данные алгебры возможно рассматривать в целом. Были 
введены различные числовые характеристики элементов ал-
гебр, важнейшие из которых допускают весьма широкие 
обобщения и играют значительную роль в исследованиях. Бы-
ла доказана теорема об однородности всех формул теории по 
одной из введенных характеристик [2]. 

После проведенной (для всех порядков) адаптации репера 
Н. В. Степанов получил один из самых значительных своих 
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результатов — уравнения структуры фундаментально-группо-
вой связности, инвариантно присоединенной к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению. Фундаментальная группа 

этой связности была изучена для уравнения 0)( ny  и для ли-

нейных дифференциальных уравнений порядка n . 
Н. В. Степанов провел детальное исследование коэффици-

ентов продолжений основного уравнения  

  )1()( ,,,,  nn yyyxfy    

и тензора кручения-кривизны связности. Были изучены соот-
ношения между ними, что привело к выделению так называе-
мого основного объекта обыкновенного дифференциального 
уравнения. Доказана ныне хорошо известная теорема о воз-
можности выражения всех коэффициентов в теории через 
компоненты основного объекта. Из этого утверждения, в свою 
очередь, была выведена другая фундаментальная теорема об 
эквивалентности внутренней геометрии (определяемой струк-
турными уравнениями связности) и внешней геометрии (кото-
рая определяется системой продолжений основного уравне-
ния) [3]. 

Компактным образом были введены понятия инвариантов 
(относительных и абсолютных) различных объектов, описыва-
лись их признаки и свойства. Был доказан ряд теорем, позво-
лявших выделять и строить неограниченное количество инва-
риантов и инвариантных объектов. В итоге на основании этих 
результатов была построена инвариантная классификация 
обыкновенных дифференциальных уравнений, причем в каче-
стве критериев классификации были выбраны дифференци-
ально-алгебраические характеристики, тангенциальные свой-
ства (свойства касательных расслоений) и структурные свой-
ства (то есть свойства присоединенной к уравнению связно-
сти). Подобная классификация обыкновенных дифференци-
альных уравнений, по мнению самого Н. В. Степанова, не мог-
ла претендовать на полноту и завершенность, но была прове-
дена впервые и оказалась весьма содержательной. Классифи-
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кационные методы также были оригинальными и нашли при-
менение в других исследованиях, использующих аналогичный 
аппарат (например, при классификации связностей). 

Значительная часть исследований Н. В. Степанова в гео-
метрической теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений проводилась так называемым бескоординатным инва-
риантным методом. Однако и при введении координат и неко-
торых вторичных параметров было получено множество заме-
чательных результатов. Поскольку все коэффициенты в дан-
ной теории в принципе должны выражаться через координаты 
и вторичные параметры, то понятия упомянутых выше число-
вых характеристик легко обобщаются на координаты и коор-
динатные формулы, причем теорема об однородности остается 
справедливой. Н. В. Степанов выделил классы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с правой частью, легко выра-
жающейся через координаты и производные (например, в слу-
чае когда правая часть есть полином от старших производных 
с коэффициентами, которые являются функциями координат и 
младших производных). Н. В. Степанов отмечал, что при пе-
реходе к координатам сразу теряются многие преимущества 
бескоординатного метода, ибо сразу возникают рамки одной 
координатной карты. С другой стороны, исследование стано-
вится более конкретным, возникают достаточно узкие классы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, для которых 
координатное описание может быть более целесообразным. 

По аналогии с классической теорией групп Ли, Н. В. Сте-
панов ввел в рассмотрение так называемые импримитивные 
обыкновенные дифференциальные уравнения (импримитив-
ной называют и соответствующую присоединенную структу-
ру). Им был получен совершенно общий, не зависящий от вы-
бора координат, вид правой части импримитивных уравнений. 
Специально исследован случай, когда импримитивное обык-
новенное дифференциальное уравнение допускает связность с 
нулевой кривизной (тогда правая часть приводится к виду, не 

зависящему от )1( ny  и )2( ny ). При наложении некоторых до-
полнительных условий получаются линейные обыкновенные 
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дифференциальные уравнения. Класс импримитивных обык-
новенных дифференциальных уравнений допускает инвари-
антное присоединение поля направлений на плоскости. По-
давляющее большинство имеющих практическое применение 
обыкновенных дифференциальных уравнений как раз облада-
ет этим свойством. Для таких уравнений Н. В. Степанов ис-
следовал возможности введения инвариантной координатиза-
ции, им найден общий вид импримитивных обыкновенных 
дифференциальных уравнений как в общих, так и в специаль-
ных координатах. Были введены в рассмотрение новые классы 
импримитивных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, выявлены критерии эквивалентности импримитивных 
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

Н. В. Степанов рассматривал и такую задачу: найти упоря-

доченную пару Eg , , такую, что каждый нетривиальный 

абсолютный инвариант (относительно g ) уравнения E  явля-
ется первым интегралом того же уравнения E . Идея такого 
исследования, скорее всего, была высказана Э. Картаном, но 
вопрос о существовании таких пар, где E  есть обыкновенное 
дифференциальное уравнение порядка ни ниже трех, решена 
именно Н. В. Степановым. Им были найдены такие пары. В 
ходе исследований в данном направлении были выделены 
специальные классы обыкновенных дифференциальных урав-
нений, а в ходе дальнейших дифференциально-геометриче-
ских построений возникли так называемые разрешимые струк-
туры (аналоги разрешимых групп Ли), интегрирующие мно-
жители и их обобщения — множители Дарбу, а также другие 
объекты, имеющие самое прямое отношение к проблеме инте-
грирования обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Н. В. Степанов считал основными следующие свои резуль-
таты [6]: 

1) нахождение фундаментально-групповой картановой 
связности, инвариантно относительно псевдогруппы всех до-
статочно гладких точечных преобразований плоскости присо-
единяемой к произвольному обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению порядка 3n ; 
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2) выделение из систем продолжений основного уравнения 
специальных структур алгебраического характера с формаль-
ными операторами дифференцирования; присоединяемые к 
обыкновенному дифференциальному уравнению дифференци-
альные алгебры являются совершенно необходимой частью 
аппарата, применяемого для построения присоединенной связ-
ности; 

3) подробное изучение инвариантов и инвариантных объ-
ектов обыкновенных дифференциальных уравнений, их струк-
туры и взаимосвязи; доказательство теорем, позволяющих по-
лучать неограниченное количество инвариантов и инвариант-
ных объектов, причем вычисление таких инвариантов и инва-
риантных объектов всегда может быть доведено до конца; 

4) решение проблемы соотношения внешней и внутренней 
геометрии обыкновенных дифференциальных уравнений (они 
оказались эквивалентными!); 

5) построение на базе имеющихся инвариантов так называ-
емой инвариантной классификации обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Такая классификация, являясь единой, 
может отражать различные свойства уравнений и присоеди-
ненных к ним структур: дифференциально-алгебраических 
характеристик, касательных расслоений, присоединенных 
связностей. 

3. Обратим внимание на то, что практически все приведен-
ные выше результаты Н. В. Степанова относятся к геометриче-
ской теории обыкновенных дифференциальных уравнений n-го 
порядка. Однако свои исследования в этой области Николай 
Васильевич начал в 1957 году под руководством А. М. Василь-
ева с изучением пары (не системы) двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка. Позже ученики 
Н. В. Степанова (И. Ф. Ковренко, В. А. Кондрашенков, В. И. Уса-
чев, В. Л. Федоров, Г. А. Банару) получали результаты об урав-
нениях третьего, четвертого и пятого порядков. 

Подчеркнем, что большинство своих результатов в обла-
сти геометрии обыкновенных дифференциальных уравнений 
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Н. В. Степанов получил с помощью метода внешних диффе-
ренциальных форм, разработанного Эли Картаном и усовер-
шенствованного многими выдающимися отечественными ма-
тематиками, среди которых был и сам Николай Васильевич 
Степанов. 
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On N. V. Stepanov's main results in the ODE theory 
 
The main results in geometrical theory of ODE obtained by N. V. Ste-
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