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Инвариантность некоторых классов почти эрмитовых структур  
относительно однопараметрической группы диффеоморфизмов, 

порожденных векторным полем Ли 
 

Рассмотрены почти эрмитовы структуры и структу-
ры типа W4 в классификации Грея — Хервеллы. Рас-
суждения проведены с использованием инвариантного 
исчисления Кошуля. Исследованы условия инвариант-
ности келеровой формы относительно однопараметри-
ческой группы диффеоморфизмов, порожденной век-
торным полем Ли в структурах типа W4, и показано, что 
келерова форма ковариантно постоянна относительно 
векторного поля Ли. Исследованы условия инвариант-
ности римановой метрики под действием однопарамет-
рической группы диффеоморфизмов, порожденных 
векторным полем Ли. Доказан критерий инвариантно-
сти почти комплексной структуры относительно ло-
кальной группы диффеоморфизмов, порожденных век-
торным полем Ли в классе W4. Установлено, что инвариантность римановой струк-
туры g влечет инвариантность почти комплексной струк-
туры для класса W4 многообразий в классификации 
Грея — Хервеллы, получены условия ковариантного 
постоянства формы Ли в отдельных классах многообра-
зий размерностей выше 4. 
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Пусть M — n-мерное гладкое многообразие; n четно; 
dimM > 2, Ӿ(M) — )(MC -модуль гладких векторных полей на 
M; d — оператор внешнего дифференцирования; δ — оператор 
кодифференцирования; XL  — оператор дифференцирования 
Ли в направлении векторного поля X. 

Почти эрмитовой структурой на M называется пара (g, J), 
где g — риманова структура на M, а J — почти комплексная 
структура на M, согласованная с g, то есть 

idJJ  ; ),(),( YXgJYJXg   
для любых X, YӾ(M). 

Келеровой формой на эрмитовом многообразии M называ-
ется 2-форма F такая, что 

),(),( YJXgYXF   для любых X, YӾ(M).         (1) 

Формой Ли называется 1-форма ω, которая определяется 
следующим образом: 

).(
1

1
)( JXF

n
X 




                            (2) 

Вектором Ли называется двойственное форме Ли вектор-
ное поле ξ такое, что 

).(),( XXg                                    (3) 

Напомним, что, согласно [3], структура S = { kTT ...,,1 } на M 

называется  -инвариантной тогда и только тогда, когда 

)( kTL  = 0, k = 1, ..., n. 

В [4] доказано, что структура S является  -инвариантной, 
если каждое из тензорных полей, ее составляющих, инвари-
антно относительно локальной однопараметрической группы 
диффеоморфизмов. 

Получим условия инвариантности J-почти комплексной 
структуры в некоторых классах почти эрмитовых многообра-
зий. 
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Согласно классификации Грея — Хервеллы [1], класс 4W  

почти эрмитовых многообразий определяется тождеством 





 )(),((

)1(2

1
),)(( ZFYXg

n
ZYFX 

 

)).(),()(),()(),( JYFJZXgJZFJYXgYFZXg    

Заметим, что 





 )1))(((
1

1
))(()( nJZJF

n
JZJFZF 

 

),()1( JZn                                      (4) 

).()1()( ZnJZF    

Следовательно, из определения класса 4W  с учетом (3) и (4) 

получаем 





 )()1)(,((

)1(2

1
),)(( JZnYXg

n
ZYFX 

 

 )()1)(,()()1)(,( ZnJYXgJYnZXg 
 

 )(),()(),((
2

1
))()1)(,( JYZXgJZYXgYnJZXg 

 

)).(),()(),( YJZXgZJYXg    
Взяв ,X  с учетом (3) получим 

 )(),()(),((
2

1
),)(( JYZgJZYgZYF   

 )()((
2

1
))(),()(),( JZYYJZgZJYg 

 

,0))()()()()()(  YJZZJYJYZ   
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откуда следует 
Лемма. В классе 4W для любых ZY , Ӿ(M). 

.0),)((  ZYF                                (5) 

Теорема 1 (критерий инвариантности почти комплексной 
структуры относительно локальной группы диффеоморфиз-
мов, порожденных векторным полем Ли в классе 4W ). Почти 

комплексная структура J  -инвариантна в классе 4W  тогда 

и только тогда, когда 

)(  YJY J  .                               (6) 

Действительно, ковариантно продифференцировав (1), по-
лучим 

),)((),)(( ZYJgZYF   ,                 (7) 

а значит, с учетом леммы, ,0),)((  ZYJg   что вместе с не-

вырожденностью метрики g влечет .0)(  YJ  

Поскольку 

 ]),([],[))(()()( YJJYYLJJYLYJL   

 )()()(   YJY JYJJY
 

.0)(   YJY J  

Теорема доказана. 
Теорема 2. Почти комплексная структура J  -инвари-

антна в классе 4W  тогда и только тогда, когда 

0))(())((  JYY XJX                           (8) 

для любых X, YӾ(M). 
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Действительно, учитывая, что 

,JXJXJL XJX ︶︵︶︵︶︵  
 

получим 

 ))),((),(),)((),)(( YJgYgYXJgYXJLg XJX 

 ))(())((),)(( JYYYXF XJX   

),)(())(( JYY XJX    

и, допустив ,0)( XJL  получаем прямое утверждение. Обрат-

ное
 
очевидно следует из невырожденности формы g. 
Теорема 3. Риманова структура g  -инвариантна тогда 

и только тогда, когда для любых X, YӾ(M) выполнено 

0)()(  XY YX  .                           (9) 

Для доказательства вычислим производную Ли римановой 
метрики. 

),(),(),)(()),(( YLXgYXLgYXgLYXgL   . 

Отсюда 

 ]),[,()],,([)),((),)(( YXgYXgYXgYXgL   

 ),(),(),()),(( YXgYgYXgYXg X  
 

).,( YXg   

Поскольку 

 ︶︵︶︵︵︵︵︵︵ YXgYXgYXgYXg ,,))),)),  
 

),,( YXg   

получаем 

).,(),()),)((  YX XgYgYXgL           (10) 
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Ковариантно продифференцировав по X равенство (3), по-
лучаем ,)(),( XXg YY    что с учетом (10) завершает 

доказательство. 
В [2] было доказано, что для собственных многообразий 

класса 41 WW   (а значит, и в подклассе 4W ) размерностей 

dimM > 4 форма Ли замкнута, то есть справедливо равенство 

0)()(  XYd YX                      (11)
 

для любых X, YӾ(M). 
Следствие. В классе собственных многообразий из 4W  раз-

мерности выше 4  -инвариантность римановой метрики g 

влечет  -инвариантность почти комплексной структуры J. 

При этом форма Ли ковариантно постоянна в римановой связ-
ности  , то есть .0)(  X  

Действительно, из (9) и (11) следует, что ,0)(  YX   что 
влечет выполнимость условия (8). 
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Invariance of some classes of almost Hermitian structures  
concerning to the one-parameter group of diffeomorphisms  

generated by the Lie vector field 
 

Submitted on May 30, 2022 
 
Finding the conditions for the invariance of geometric objects under 

the action of transformation groups is one of the main objects of geomet-
ric research. Almost Hermitian structures and structures of the Gray — 
Hervella classification on smooth manifolds are considered in this paper. 
All arguments are given using invariant Koszul’s calculus. Conditions for 
the invariance of the Kähler form in type structures are investigated and it 
is shown that the Kähler form is covariantly constant with respect to the 
Lie vector field. Conditions for the invariance of the Riemannian metric 
under the action of a one-parameter group of diffeomorphisms generated 
by a Lie vector field are studied. A criterion for the invariance of an al-
most complex structure with respect to the local group of diffeomor-
phisms generated by the Lie vector field in the class W4 is proved. 

Conditions for the invariance of an operator of an almost complex 
structure, a tensor of a Riemannian metric, are proved. It is established 
that the invariance of the Riemannian structure g implies the invariance of 
the operator of an almost complex structure for some class of manifolds 
according to the Gray — Hervella classification, and conditions for the 
covariant constancy of the Lie form in certain classes of manifolds of 
dimensions above four were obtained. It is proved that the Lie form is 
covariantly constant in some classes of the type of dimensions above four. 

 
Keywords: almost Hermitian structure, almost complex structure, Lie 

vector, Lie form 
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