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Известный американский геометр Альфред Грей отметил [1], что клю-
чом к геометрии почти эрмитовых многообразий являются тождества, ко-
торым удовлетворяет их тензор римановой кривизны (тензор Римана-
Кристоффеля). А. Грей выделили несколько классов (типов) почти эрмито-
вых многообразий, характеризуемых тождествами: 
 Класс R1: ;JT,JZ)Y,X(RT,Z)Y,X(R =  

 Класс R2: ++= T,JZ)Y,JX(RJT,Z)JY,JX(RT,Z)Y,X(R ;JT,Z)Y,JX(R  

 Класс R3: .JT,JZ)JY,JX(RT,Z)Y,X(R =  

Многообразия класса R1 интенсивно изучались многими авторами, 
причем обычно под названием паракелеровых многообразий [2] или f-
пространств [3]. В настоящей статье предметом исследования наряду с па-
ракелеровыми многообразиями являются и так называемые с-
паракелеровы многообразия, т. е. почти эрмитовы многообразия, тензор 
Вейля конформной кривизны которых удовлетворяет тождеству: 
 .JT,JZ)Y,X(WT,Z)Y,X(W =  

Оно аналогично тождеству, характеризующему R1-многообразия. 
Рассмотрим почти эрмитово многообразие, т. е. четномерное многооб-

разие n2M , оснащенное римановой метрикой ⋅⋅= ,g  и почти комплексной 
структурой J. При этом должно выполняться условие 

 ).M(Y,X,Y,XJY,JX n2ℵ∈∀=  

Через )M( n2ℵ  обозначен модуль гладких (класса ∞C ) векторных полей 
на многообразии n2M , через R – тензор римановой кривизны; ric – тензор 
Риччи [4], W – тензор Вейля конформной кривизны. Напомним, что ком-
поненты тензора Вейля конформной кривизны связаны с компонентами R, 
ric и g соотношением: 

 ( ) ( ),gggg
)2n)(1n(

gricgricgricgric
2n

1RW ikjliljkiljkjkilikjljlikijklijkl −
−−

+−−+
−

+=
K  

где K – скалярная кривизна многообразия. Здесь и далее i, j, k, l=1, …, 2n. 
Задание почти эрмитовой структуры на многообразии эквивалентно за-

данию G-структуры, где G – унитарная группа U(n) [5]. Ее элементами яв-
ляются реперы, адаптированные структуре (A-реперы). Важнейшие тензо-
ры целесообразно рассматривать записанными в A-репере. Это соответ-
ствует задачам исследования почти эрмитовых многообразий. В.Ф. Кири-
ченко, разработавший подобный метод [6], ввел понятие спектра тензора. 
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Спектры тензоров, определяющих почти эрмитову структуру, выглядят 
следующим образом [7]: 

 ;0g,g,g,0g)1 b̂â
b
ab̂a

a
bbâab =δ=δ==  

 .iJ,0J,0J,iJ)2 b
a

â
b̂

a
b̂

â
b

a
b

a
b δ−===δ=  

Здесь и далее a, b, c, d, h=1, …, n; â =a + n; 1i −= . 
Фундаментальная (или келерова) форма почти эрмитова многообразия 

определяется равенством 

 )M(Y,X,JX,X)Y,X(F n2ℵ∈= . 

Спектр фундаментальной формы почти эрмитова многообразия имеет 
вид [7]: 

 .0F,iF,iF,0F b̂â
b
ab̂a

a
bbâab =δ−=δ==  

Таким образом, матрицы римановой метрики g, почти комплексной 
структуры J и фундаментальной формы F в A-репере запишутся следую-
щим образом: 
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=
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=
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где In – единичная матрица порядка n. 
Пусть ∇  – риманова связность метрики g почти эрмитова многообра-

зия { }J,g,M n2 . Напомним [8], что оператором кривизны называется отоб-
ражение 

 ),M()M()M()M(: n2n2n2n2 ℵ→ℵ×ℵ×ℵR  

определяемое равенством 
 .ZZZZ)Y,X( ]Y,X[XYYX ∇−∇∇−∇∇=R  

Определение. Тензором (полем) римановой кривизны многообразия 
n2M  называется 4-ковариантное тензорное поле, определяемое соотноше-

нием 

 12434321 X,X)X,X()X,X,X,X(R R= , где .4,3,2,1j),M(TX n2
pj =∈  

При этом тензор римановой кривизны [8], рассматриваемый как квад-
рилинейное отображение 

 );()M(T)M(T)M(T)M(T n2
p

n2
p

n2
p

n2
p +∞−∞→××× , 
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обладает свойствами: 

1) R(X1, X2, X3, X4) = -R(X2, X1, X3, X4), 
2) R(X1, X2, X3, X4) = – R(X1, X2, X3, X4), 
3)R(X1, X2, X3, X4) + R(X1, X3, X4, X2) + R(X1, X4, X2, X3)=0, (1) 
4) R(X1, X2, X3, X4) = R(X3, X4, X1, X2). 
Теорема 1. Почти эрмитово многообразие является паракелеровым 

многообразием тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди-
ненной G-структуры выполняется условие 
 .0RRR cdb̂âbdcâabcd ===  (2) 

Доказательство. 
1. Пусть почти эрмитово многообразие является паракелеровым. Тогда 

для произвольных векторных полей )M(T,Z,Y,X n2ℵ∈  выполняется усло-
вие: 
 .JT,JZ)Y,X(RT,Z)Y,X(R =  (3) 

Это условие можно переписать следующим образом: 
 ).Y,X,JZ,JT(R)Y,X,Z,T(R =  

Отсюда следует, что 
 ).JT,JZ,Y,X(R)T,Z,Y,X(R =  

Распишем последнее равенство на пространстве присоединенной G-
структуры: 

 ( ) .0)J,J,,(R),,,(RTZYX lkjilkji
lkji =εεεε−εεεε  

С учетом того, что индексы i, j, k, l пробегают значения от 1 до 2n, имеем: 

 XaYbZcTdRabcd+ âX YbZcTd
bcdâR + Xa b̂Y ZcTd

cdb̂aR  + âX b̂Y ZcTd cdb̂âR + 

 +XaYb d̂ĉTZ d̂ĉabR + âX Yb d̂ĉTZ d̂ĉbâR + Xa b̂Y d̂ĉTZ d̂ĉb̂aR + âX b̂Y d̂ĉTZ d̂ĉb̂âR =0. 

Ясно, что тождество выполнятся тогда и только тогда, когда 
 Rabcd=0, bcdâR =0, cdb̂aR =0, d̂ĉabR =0, cdb̂âR =0, d̂ĉb̂âR =0, d̂ĉb̂aR =0, d̂ĉb̂âR =0. 

что эквивалентно равенствам (2). 
2. Пусть имеет место (2). Рассмотрим равенство ,0R cdb̂â =  или 

 ),M(T,Z,Y,X,0)T,Z,Y,X(R n2ℵ∈=σσσσ  

где операторы σ  и σ  определены так: 
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 ).iJid(
2
1),iJid(

2
1

+=σ−=σ  

Раскрыв по линейности выражение 

 ,0)iJTT,iJZZ,iJYY,iJXX(R
16
1

=−−++  

получим: 
 ++++ )T,JZ,JY,X(R)T,JZ,Y,JX(R)JT,JZ,JY,JX(R)T,Z,Y,X(R  
 +−−++ )T,Z,JY,JX(R)JT,JZ,Y,X(R)JT,Z,JY,X(R)JT,Z,Y,JX(R  
 −−−++ )JT,Z,Y,X(R)T,JZ,Y,X(R)T,Z,JY,X(R)T,Z,Y,JX(R[i  
 .0)]JT,Z,JY,JX(R)T,JZ,JY,JX(R)JT,JZ,Y,JX(R)JT,JZ,JY,X(R =++−−  

Очевидно, это равенство равносильно обращению в нуль действитель-
ной компоненты его левой части 
 ++++ )T,JZ,JY,X(R)T,JZ,Y,JX(R)JT,JZ,JY,JX(R)T,Z,Y,X(R  
 .0)T,Z,JY,JX(R)JT,JZ,Y,X(R)JT,Z,JY,X(R)JT,Z,Y,JX(R =−−++  (4) 

Поскольку условия 0RR bcdâabcd ==  равносильны выполнению тож-
деств [9] 

 R(X,Y,Z,T)=R(JX,JY,JZ,JT), 
 R(X,Y,Z,T)= R(X,Y,JZ,JT) + R(X,JY,JZ,T) + R(JX,Y,JZ,T), 
то из (4) получаем, что 
 R(X,Y,Z,T)= R(JX,JY,Z,T) – R(JX,Y,JZ,T) – R(JX,Y,Z,JT)  (5) 
Из (4) вытекает, что 
 R(X,Y,Z,T)= R(JX,JY,Z,T) + R(JX,Y,JZ,T) + R(JX,Y,Z,JT)  (6) 

Складывая (5) и (6), получаем: 
 R(X,Y,Z,T)= R(JX,JY,Z,T), 
что равносильно условию (3). 

Теорема 2. Почти эрмитово многообразие является с-паракелеровым 
многообразием тогда и только тогда, когда на пространстве присоеди-
ненной G-структуры выполняется условие 
 .0WWW cdb̂âbcdâabcd ===  (7) 

Доказательство этой теоремы полностью повторяет доказательство Тео-
ремы I (достаточно в первом доказательстве всюду букву R заменить на 
W). Это, разумеется, объясняется тем, что тензор Вейля конформной кри-
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визны обладает свойствами [8], аналогичными свойствам (1) тензора ри-
мановой кривизны. 

В заключение, приведем примеры паракелеровых и с-паракелеровых 
многообразий. В [10] вычислены спектры тензора римановой кривизны и 
тензора Вейля конформной кривизны 6-мерных эрмитовых (общего типа) 
подмногообразий алгебры октав. В частности, показано (2) и 

∑−=
ϕ

ϕϕ ,TTR bdĉâdĉbâ  где ϕ
kjT  – компоненты тензора эйлеровой кривизны [11] 

(или, в более употребительной терминологии Грея [12], конфигурационно-
го тензора). Здесь a, b, c, d = 1, 2, 3; 3aâ += ; 8,7=ϕ ; j, k= 1, …, 6. Из Тео-
ремы I следует, что справедливо 

Предложение 1. Всякое 6-мерное эрмитово подмногообразие (общего 
типа) алгебры Кэли является паракелеровым многообразием. 

Этот факт, доказанный ранее в [13] другим способом, интересен преж-
де всего тем, что дает примеры некелеровых паракелеровых многообразий. 
К данному моменту известно относительно немного таких примеров, а тот 
факт, что всякое келерово многообразие является паракелеровым доказан 
еще Греем [1]. Среди 6-мерных эрмитовых подмногообразий алгебры Кэли 
как раз много некелеровых многообразий (см., например, [7], [14], [15], 
[16]). 

Воспользуемся значениями спектра тензора Вейля 6-мерных эрмито-
вых (общего типа) подмногообразий алгебры октав [10]: 
 Wabcd= bcdâW =0, 

 .
20

TTTTTTTT
4
1W ba

cd
a
dhcĥb̂

b
chdĥâ

a
chdĥb̂

b
dhcĥâcdb̂â δ+








∑ δ−∑ δ−∑ δ+∑ δ−=
ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ K   (8) 

Поскольку тождественное обращение в нуль скалярной кривизны 6-
мерного эрмитова подмногообразия алгебры Кэли [16] повлечет 0Tkj =

ϕ , 
получаем, что для 6-мерных эрмитовых подмногообразий алгебры октав 
нулевой скалярной кривизны соотношения (8) примут вид (7). Из Теоремы 
II следует, что справедливо 

Предложение 2. Всякое 6-мерное эрмитово подмногообразие (общего 
типа) алгебры Кэли нулевой скалярной кривизны является с-
паракелеровым многообразием. 
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