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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ИНФОРМАТИКА 
 
 
 
 ÓÄÊ 681.3.07

Ñ. È. Àëåøíèêîâ, Þ. Ô. Áîëòíåâ, Ç. Åçèê,
Ñ. À. Èøàíîâ, Â. Êóèõ

ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ßÇÛÊÈ È ÀÂÒÎÌÀÒÛ VII:
ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

(×àñòü II)

Ýòî âîñüìàÿ ñòàòüÿ â ñåðèè, äàþùåé îáçîð íåêîòîðûõ
ðàçäåëîâ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïîëóêîëåö, ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ìàòðèö
è òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîìà-
òû íàä äåðåâüÿìè (ðÿäàìè äåðåâüåâ) è ñèñòåìû óðàâíåíèé
íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ. Îñíîâíûå òåìû ñòàòüè:

1. Ìàãàçèííûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè, ñîñòîÿíèåì êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðÿäû äåðåâüåâ íàä ïîëóêîëüöîì, ê òîìó æå
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ ýêâèâàëåíòíû;
áîëåå òîãî, êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ðÿäîâ äåðåâüåâ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ðÿäîâ äåðåâüåâ (ðåçóëü-
òàò Êëèíè).

2. Êëàññ ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ çàìêíóò îòíî-
ñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñäóêöèé
ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ.

3. Ñåìåéñòâà ðàñïîçíàâàåìûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ðÿäîâ äå-
ðåâüåâ ñóòü ïîëíûå àáñòðàêòíûå ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ
(ïîëíûå AFT-ñåìåéñòâà).

4. Ìàêðîñòåïåííûå ðÿäû, ëþáîå îáîáùåíèå èíäåêñèðîâàí-
íûõ ÿçûêîâ è àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû ñóòü â òî÷íî-
ñòè âûõîäû àëãåáðàè÷åñêèõ è ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ
ñîîòâåòñòâåííî; äëÿ ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ òàêæå èìååò
ìåñòî ðåçóëüòàò Êëèíè. Âûõîäîì ïîëíûõ àáñòðàêòíûõ ðÿ-
äîâ äåðåâüåâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ.

This is the eighth paper of a series of papers that will give a
survey on several topics on formal languages and automata by
using semirings, formal power series, matrices and �xed point
theory. The seventh paper of this series deals with tree (series)
automata and systems of equations over tree . The main topics of
the paper are the following.

1. Pushdown tree automata, whose behaviors are tree series
over a semiring, and algebraic tree systems are equivalent;
moreover, the class of algebraic tree series is characterized by
algebraic tree series expressions (a Kleene result).

2. The class of recognizable tree series is closed under
nondeterðministic simple recognizable tree series transductions.
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3. The families of recognizable tree series and of algebraic tree
series are full abstract families of tree series (full AFTs).

4. The macro power series, a generalization of the indexed
languages, and the algebraic power series are exactly the yields of
algebraic tree series and of recognizable tree series, respectively;
there is a Kleene result for macro power series; the yield of a full
AFT is a full abstract family of power series.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíûé ÿçûê, àâòîìàò, àâòîìàò íàä äåðåâüÿ-
ìè, ïîëóêîëüöî, ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ.

Key words: formal languages, automaton, tree automaton, semiring,
formal tree series.

Ýòî âòîðàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåé ñòàòüè [7] íàñòîÿùåé ñåðèè. Íóìåðà-
öèÿ ãëàâ è òåîðåì ïðîäîëæàåò íóìåðàöèþ ïåðâîé ÷àñòè [7]. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ÷àñòÿìè I�VI [1�6] íàøåé ñåðèè.

Â ãëàâå 5 ââîäÿòñÿ ìàãàçèííûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè è àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáà ýòè
ìåõàíèçìà ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Êëèíè
äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðÿäîâ äåðåâüåâ.

Òðàíñäóêòîðû íèñõîäÿùåãî òèïà (¾top-down¿) íàä ðÿäàìè äåðå-
âüåâ ââîäÿòñÿ â ãëàâå 6. Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà (íèñõîäÿùèõ) íåäå-
òåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ ðàñïîçíàâàåìûõ òðàíñäóêòîðàõ íàä ðÿ-
äàìè äåðåâüåâ è äîêàæåì, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò ðàñïîçíàâàåìîñòü ðÿ-
äîâ äåðåâüåâ. Ïîëíûìè àáñòðàêòíûìè ñåìåéñòâàìè ðÿäîâ äåðåâüåâ
(êðàòêî � ïîëíûìè AFT-ñåìåéñòâàìè) ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà ðÿäîâ
äåðåâüåâ, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ
ðàñïîçíàâàåìûõ òðàíñäóêöèé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ è íåêîòîðûõ ñïå-
öèàëüíûõ ¾ðàöèîíàëüíûõ¿ îïåðàöèé.

Ýòè ïîëíûå AFT-ñåìåéñòâà ââîäÿòñÿ â ãëàâå 7. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñåìåéñòâà ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ ñåìåéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ
ðÿäîâ äåðåâüåâ � ïîëíûå AFT-ñåìåéñòâà.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïîêàçûâàåò ñâÿçè ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ
ñ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè. Ñíà÷àëà ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ìàêðîñòåïåííûå ðÿäû (îáîáùåíèå èíäåêñèðîâàííûõ ÿçûêîâ) � â
òî÷íîñòè âûõîä àëãåáðàè÷åñêèõ ðÿäîâ äåðåâüåâ. Êðîìå òîãî, ìû äî-
êàçûâàåì òåîðåìó Êëèíè äëÿ ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ (è èíäåêñèðî-
âàííûõ ÿçûêîâ). Çàòåì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïåí-
íûå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âûõîäîì ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðå-
âüåâ. Íàêîíåö, ìû äîêàçûâàåì âàæíûé ðåçóëüòàò, ÷òî âûõîä ïîëíî-
ãî AFT-ñåìåéñòâà îáðàçóåò ïîëíîå àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðÿäîâ.

Èçëîæåíèå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñëåäóåò ðàáîòå [26].

5. Ìàãàçèííûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè,
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè è òåîðåìà Êëèíè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìàãàçèííûå àâòîìàòû íàä äåðå-
âüÿìè è àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè. Êðîìå òîãî, äîêà-
æåì òåîðåìó Êëèíè, ñëåäóÿ [17].
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Â [36] ââåäåíî ïîíÿòèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè (íèñ-
õîäÿùåãî òèïà) è ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ìàãàçèííûé àâòîìàò â òî÷íî-
ñòè ðàñïîçíàåò êëàññ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè.
Çäåñü ÿçûê íàä äåðåâüÿìè íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, åñëè
îí ïîðîæäàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé íàä äåðåâüÿìè
(èñïîëüçóÿ OI-ìåòîä âûâîäà). Êðîìå òîãî, òàì ïîêàçàíî, ÷òî ìàãà-
çèííûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè ýêâèâàëåíòíû îãðàíè÷åííûì ìàãà-
çèííûì àâòîìàòàì íàä äåðåâüÿìè, òî åñòü ìàãàçèííûì àâòîìàòàì,
ìàãàçèííàÿ ïàìÿòü êîòîðûõ ëèíåéíà.

Â [44] îáîáùåíû ðåçóëüòàòû [36] íà ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ.
Îïðåäåëåíû ìàãàçèííûå àâòîìàòû íàä äåðåâüÿìè, ïîâåäåíèÿìè êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ, è ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ
ïîâåäåíèé ýòèõ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ðÿäîâ äåðåâüåâ. Çäåñü ðÿä äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì, åñëè îí � íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé. Ýòè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè âûñòóïà-
þò îáîáùåíèåì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê íàä äåðåâüÿìè (ñì.
[49] è [31]). Èìååì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà èç [17].
Íàñòîÿùåå èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [44].

Ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè (ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ è
àëôàâèòîì ëèñòüåâ X) íàä ïîëóêîëüöîì A

P = (Q,Γ, Z, Y, M, S, p0, P )

çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì:
(i) êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Q ñîñòîÿíèé;
(ii) êîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî àëôàâèòà Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ . . . ∪ Γm̄

ñèìâîëîâ ìàãàçèíà;
(iii) êîíå÷íîãî àëôàâèòà Z = {z1, . . . , zm̄} ïåðåìåííûõ ìàãàçèíà;
(iv) êîíå÷íîãî àëôàâèòà Y = {y1, . . . , yk} ïåðåìåííûõ ;
(v) ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà íàä äåðåâüÿìè M ïîðÿäêà k;

(vi) S ∈ (A〈TΣ(X ∪ Y1)〉)1×Q, ãäå Sq = dqy1; dq ∈ A; q ∈ Q, íàçûâàå-
ìîãî âåêòîðîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé;

(vii) p0 ∈ Γ0, íàçûâàåìîãî íà÷àëüíûì ñèìâîëîì ìàãàçèíà;
(viii) êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà P = (Pg(z1,...,zm) | g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄)

âåêòîðîâ êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé
Pg(z1,...,zm) ∈ (A〈TΣ(X)〉)Q×1, g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄.

Çäåñü ìàòðèöà ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà íàä äåðåâüÿìè ïîðÿäêà k åñòü
ìàòðèöà

M ∈ ((A〈TΣ(X ∪ Yk)〉)Q×Qk
)TΓ(Z)×TΓ(Z)k,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
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(i) äëÿ âñåõ t, t1, . . . , tk ∈ TΓ(Z)

Mt,(t1,...,tk) =





∑
Mg(z1,...,zm),(v1(z1,...,zm),...,vk(z1,...,zm)),
ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì
v1, . . . , vk ∈ TΓ(Zm) òàêèì, ÷òî
tj = vj(u1, . . . , um), 1 6 j 6 k,

åñëè t = g(u1, . . . , um), g ∈ Γm,
u1, . . . , um ∈ TΓ(Zm) ;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ;

(ii) M êîíå÷íà ïî ÷èñëó ñòðîê, òî åñòü äëÿ êàæäîãî g ∈ Γm,
0 6 m 6 m̄, ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî áëîêîâ
Mg(z1,...,zm),(v1,...,vk), v1, . . . , vk ∈ TΓ(Zm), êîòîðûå íå ðàâíû 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîðåíü t îáîçíà÷åí ìåòêîé g ∈ Γm, òî Mt,(t1,...,tk) 6=
6= 0 âëå÷åò t, t1, . . . , tk ∈ TΓ(Zm).

Íåôîðìàëüíî îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà íàä äå-
ðåâüÿìè îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà ñ äåðåâîì
t = g(u1, . . . , um) íà ñâîþ ìàãàçèííóþ ïàìÿòü çàâèñèò òîëüêî îò ìåò-
êè g êîðíÿ äåðåâà t. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà íàä
äåðåâüÿìè ïîðÿäêà k îïðåäåëåíà êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ áëî-
êîâ âèäà Mg(z1,...,zm),(v1,...,vk), g ∈ Γm.

Çàìåòèì, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðå-
âüÿìè íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â [44]: çäåñü
M � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà íàä äåðåâüÿ-
ìè. Íî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, äàííîìó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà
íàä äåðåâüÿìè â ðàçäåëå 3, îáà òèïà ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ íàä äå-
ðåâüÿìè ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî èõ ïîâåäåíèé.

Ïóñòü òåïåðü ZQ = {(zi)q | 1 6 i 6 m̄, q ∈ Q} � àëôàâèò ïåðå-
ìåííûõ, è îáîçíà÷èì Zm

Q = {(zi)q | 1 6 i 6 m, q ∈ Q}, 1 6 m 6 m̄,
Z0

Q = ∅. Îïðåäåëèì F ∈ ((A〈TΣ(X ∪ ZQ)〉)Q×1)TΓ(Z)×1 åå ýëåìåíòàìè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) (Ft)q = (Pg(z1,...,zm))q, t = g(u1, . . . , um), g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄,
u1, . . . , um ∈ TΓ(Zm), q ∈ Q;

(ii) (Fzi)q = (zi)q, 1 6 i 6 m̄, q ∈ Q;

(iii) (Ft)q = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäîâàòåëüíî, Fzi , 1 6 i 6 m̄, � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè Q, ÷åé
q-é ýëåìåíò, q ∈ Q, åñòü ïåðåìåííàÿ (zi)q.

Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τj | j ∈ N), τj ∈
∈ ((A〈TΣ(X ∪ ZQ)〉)Q×1)TΓ(Z)×1, j > 0, àññîöèèðîâàííàÿ ñ P, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ0 = 0, τj+1 = M(τj , . . . , τj) + F, j > 0 .



 Формальные языки и автоматы VII: формальные ряды деревьев 

 

11 11

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ TΓ(Z) áëîê âåêòîðîâ τ
j
t â τj îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê

τ0
t = 0, τ

j+1
t =

∑

t1,...,tk∈TΓ(Z)

Mt,(t1,...,tk)(τ
j
t1

, . . . , τj
tk

) + Ft, j > 0 .

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ t ∈ TΓ(Z), q ∈ Q,

(τ0
t )q = 0 ,

(τj+1
t )q =

∑
t1,...,tk∈TΓ(Z)

∑
q1,...,qk∈Q

(Mt,(t1,...,tk))q,(q1,...,qk)((τ
j
t1

)q1 , . . . , (τ
j
tk

)qk
) + (Ft)q j > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, è âñåõ u1, . . . , um ∈
∈ TΓ(Zm) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ j > 0

τ
j+1
g(u1,...,um) =

∑
v1,...,vk∈TΓ(Zm)

Mg(z1,...,zm),(v1,...,vk)(τ
j
v1(u1,...,um), . . . , τ

j
vk(u1,...,um))

+Pg(z1,...,zm)

è
τj+1

zi
= Fzi , zi ∈ Z .

Ïóñòü τ ∈ ((A〈〈TΣ(X ∪ ZQ)〉〉)Q×1)TΓ(Z)×1 � íàèìåíüøàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àññîöèèðîâàííîé
ñ P. Òîãäà ïîâåäåíèå ||P|| ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè P
îïðåäåëèì êàê

||P|| = S(τp0) =
∑

q∈Q

Sq((τp0)q) =
∑

q∈Q

dq(τp0)q .

Çàìåòèì, ÷òî ||P|| � ðÿä äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉. Êðîìå òîãî, çàìå-
òèì, ÷òî (τt)q ∈ A〈〈TΣ(X ∪ ZQ)〉〉, t ∈ TΓ(Z), q ∈ Q, èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèå èç (A〈〈TΣ(X ∪ ZQ)〉〉)m̄|Q| â A〈〈TΣ(X ∪ ZQ)〉〉.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïîëèíîìèàëüíûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè A, êî-
òîðûé áóäåò èìåòü òî æå ïîâåäåíèå, ÷òî è ìàãàçèííûé àâòîìàò
íàä äåðåâüÿìè P. Ïóñòü M̂ ∈ (A〈TΣ(X ∪ Yk)〉)(TΓ(Z)×Q)×(TΓ(Z)×Q)k è
F̂ ∈ (A〈TΣ(X∪ZQ)〉)(TΓ(Z)×Q)×1 � èçîìîðôíûå êîïèè M è F ñîîòâåò-
ñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî M̂ êîíå÷íà ïî ñòðîêàì. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì
Ŝ ∈ (A〈TΣ(X ∪ Y1)〉)1×(TΓ(Z)×Q) ïîñðåäñòâîì Ŝ(p0,q) = Sq, Ŝ(t,q) = 0,
t 6= p0, q ∈ Q. Îïðåäåëèì ïîëèíîìèàëüíûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè
A ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ è àëôàâèòîì ëèñòüåâ X ∪ ZQ êàê

A = (TΓ(Z)×Q, M̂, Ŝ, F̂ ) .

Òîãäà ÿñíî, ÷òî ||A|| = ||P||, òî åñòü íàø ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äå-
ðåâüÿìè ïîäõîäèò ïîä îáùåå îïðåäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà
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íàä äåðåâüÿìè, íî ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ìû ïðåäïî÷èòàåì ðà-
áîòàòü ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ M â ((A〈TΣ(X ∪Yk)〉)Q×Qk

)TΓ(Z)×TΓ(Z)k

è ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé F â ((A〈TΣ(X ∪ZQ)〉)Q×1)TΓ(Z)×1.
Î÷åâèäíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê àâòî-

ìàòàì íàä äåðåâüÿìè (íàïðèìåð, ïðîñòîé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè),
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïîíÿòèÿìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ìàãàçèííûì àâòîìàòàì
íàä äåðåâüÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî ìû àäàïòèðîâàëè îïðåäåëåíèå ìàãàçèííîãî àâòîìà-
òà íàä äåðåâüÿìè, äàííîå â [44], òàê, ÷òîáû îíî ïîäïàäàëî ïîä îáùåå
îïðåäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó, ïîñòðîåííóþ èç A
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3, è ïåðåíåñåì åå èçîìîðôíî íà ñèñòåìó,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò P, òî åñòü

y = M(y, . . . , y) + F . (∗)

Çäåñü y ∈ ({(yt)q | t ∈ TΓ(Z), q ∈ Q}Q×1)TΓ(Z)×1 � âåêòîð ïåðå-
ìåííûõ (yt)q, t ∈ TΓ(Z), q ∈ Q, òàêîé, ÷òî (yt)q åñòü t-q-é ýëåìåíò
âåêòîðà y. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (∗) â áëî÷íîé íîòàöèè äëÿ
t ∈ TΓ(Z)

yt =
∑

t1,...,tk∈TΓ(Z)

Mt,(t1,...,tk)(yt1 , . . . , ytk) + Ft ,

ãäå yt � âåêòîð ðàçìåðíîñòè Q× 1, ÷åé q-é ýëåìåíò åñòü ïåðåìåííàÿ
(yt)q, q ∈ Q; è äëÿ t ∈ TΓ(Z), q ∈ Q,

(yt)q =
∑

t1,...,tk∈TΓ(Z)

∑
q1,...,qk∈Q

(Mt,(t1,...,tk))q,(q1,...,qk)((yt1)q1 , . . . , (ytk)qk
) + (Ft)q .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, è âñåõ u1, . . . , um ∈
∈ TΓ(Zm) óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè

yg(u1,...,um) =
∑

v1,...,vk∈TΓ(Zm)

Mg(z1,...,zm),(v1,...,vk)(yv1(u1,...,um), . . . , yvk(u1,...,um))
+Pg(z1,...,zm)

è äëÿ zi ∈ Z
yzi = Fzi .

Çäåñü vi(u1, . . . , um), 1 6 i 6 k, îáîçíà÷àåò vi[uj/zj , 1 6 j 6 m]. Íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå ýòîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû åñòü íàèìåíüøàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àññîöèèðî-
âàííîé ñ P.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìà-
ãàçèííûìè àâòîìàòàìè íàä äåðåâüÿìè. Ýòîò ïðèìåð ïðèíàäëåæèò
[36], ïðèìåð 3, è ïðèâîäèëñÿ óæå â ðàáîòå [44].

Ïðèìåð 5.1. Ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè M â ïðèìå-
ðå 3 èç [36] îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî íàøåé êîíöåïöèè ñëåäóþùèì
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îáðàçîì: âõîäíîé àëôàâèò F = {b, c1, c2}, ar(b) = 2, ar(ci) = 0,
i = 1, 2; X � ïóñòîå ìíîæåñòâî. P = (Q, Γ, {z}, {y1, y2},M, S, Z0, P ),
ãäå Q = {q0, q1, q2}, Γ = {G,C, Z0}, ar(G) = 1, ar(C) = ar(Z0) = 0,
P = (PC , PZ0 , PG(z)), è ìàòðèöà ïåðåõîäîâ ìàãàçèíà M ïîðÿäêà 2
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(0) (MZ0,(G(C),Z0))q0,(q0,q0) = y1,

(1) (MG(z),(G(G(z)),G(z)))q0,(q0,q0) = y1,

(2) (MG(z),(z,z))q0,(q1,q2) = b(y1, y2),

(3) (MG(z),(z,z))qi,(qi,qi) = b(y1, y2), i = 1, 2,

(4) (PC)qi = ci, i = 1, 2.

Âñå äðóãèå ýëåìåíòû â Z0, C è G(z) áëîêè ñòðîê â M1 è M2 ðàâíû
íóëþ. Êðîìå òîãî, (PC)q0 = 0 è PZ0 = 0, PG(z) = 0. Äàëåå, Sq0 = y1,
Sq1 = Sq2 = 0.

Ñóùåñòâåííûå ýëåìåíòû âåêòîðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, àññîöèèðîâàííîé ñ P, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì äëÿ âñåõ u ∈ TΓ({z}) è j > 0:

(τj+1
Z0

)q0 = (τj
G(C))q0 , (τj+1

Z0
)qi = 0, i = 1, 2 ,

(τj+1
C )q0 = 0, (τj+1

C )qi = ci, i = 1, 2 , (τj+1
z )qi = zqi , i = 0, 1, 2 ,

(τj+1
G(u))q0 = (τj

G(G(u)))q0 + b((τj
u)q1 , (τ

j
u)q2) ,

(τj+1
G(u))qi = b((τj

u)qi , (τ
j
u)qi), i = 1, 2 .

Ïóñòü Gk(C) ∈ TΓ(∅) îïðåäåëåíà êàê G0(C) = C, Gk+1(C) =
= G(Gk(C)), k > 0, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ Gk(C), k > 0,
j > 0, i = 1, 2:

(τj+1
G0(C)

)q0 = 0, (τj+1
G0(C)

)qi = ci ,

(τj+1
Gk(C)

)q0 = (τj
Gk+1(C)

)q0 + b((τj
Gk−1(C)

)q1 , (τ
j
Gk−1(C)

)q2) , k > 1 ,

(τj+1
Gk(C)

)qi = b((τj
Gk−1(C)

)qi , (τ
j
Gk−1(C)

)qi) , k > 1 .

Ïóñòü τ = sup(τj | j ∈ N). Òîãäà äëÿ k > 1, i = 1, 2, k > 1,

(τG0(C))q0 = 0, (τG0(C))qi = ci ,

(τGk(C))q0 = (τGk+1(C))q0 + b((τGk−1(C))q1 , (τGk−1(C))q2) ,

(τGk(C))qi = b((τGk−1(C))qi , (τGk−1(C))qi) .

Ê òîìó æå (τZ0)q0 = (τG(C))q0 .
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Ñëåäîâàòåëüíî, (τGk(C) | k > 0) åñòü íàèìåíüøåå ðåøåíèå ïîëè-
íîìèàëüíîé ñèñòåìû

(z0)q0 = 0, (z0)qi = ci, i = 1, 2 ,

(zk)q0 = (zk+1)q0 + b((zk−1)q1 , (zk−1)q2) , k > 1 ,

(zk)qi = b((zk−1)qi , (zk−1)qi) , i = 1, 2, k > 1 .

Ïî òåîðåìå 3.2 (τGk(C) | k > 0) òàêæå íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû

(z0)q0 = 0, (z0)qi = ci, i = 1, 2 ,

(zk)q0 =
∑

j>k−1 b((zj)q1 , (zj)q2) , k > 1 ,

(zk)qi = b((zk−1)qi , (zk−1)qi) , i = 1, 2, k > 1 .

Ýòà ñèñòåìà ñîáñòâåííàÿ è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (τGk(C) |
k > 0). Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé.

Îïðåäåëèì òåïåðü äåðåâüÿ tji ∈ TF (∅), i = 1, 2, j > 0, êàê

t0i = ci, tj+1
i = b(tji , t

j
i ), i = 1, 2, j > 0 .

Ïóñòü
(s0)q0 = 0, (s0)qi = ci, i = 1, 2 ,

(sk)q0 =
∑

j>k−1 b(tj1, t
j
2), (sk)qi = tki , k > 1.

Òîãäà ((sk)qi | k > 0, i = 0, 1, 2) � ðåøåíèå ýòîé ñîáñòâåííîé ñèñòåìû
è, ñëåäîâàòåëüíî, (sk)qi = (τGk(C))qi , k > 0, i = 0, 1, 2. Ïîñêîëüêó
||P|| = (τZ0)q0 = (τG(C))q0 , òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ||P|| = (s1)q0 =
=

∑
j>0 b(tj1, t

j
2).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò òàêæå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîâåäåíèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðå-
âüÿìè ðàâíî íåêîòîðîìó ôîðìàëüíîìó ðÿäó äåðåâüåâ. ¤

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåçóëüòàòó î ìàãàçèííûõ àâòîìàòàõ íàä äå-
ðåâüÿìè, êîòîðûé àíàëîãè÷åí òåîðåìå 6.2 [37] äëÿ ìàãàçèííûõ àâ-
òîìàòîâ. Íåôîðìàëüíî îí óòâåðæäàåò, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ìàãàçèííî-
ãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè ïîä óïðàâëåíèåì ìàãàçèííîé ïàìÿòè ñ
ñîäåðæèìûì t(u1, . . . , um) (òî åñòü τt(u1,...,um)), ãäå t(z1, . . . , zm) ∈
∈ TΓ(Zm) è ui ∈ TΓ(Zm), 1 6 i 6 m, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
âû÷èñëåíèÿ ïîä óïðàâëåíèåì ìàãàçèííîé ïàìÿòè ñ ñîäåðæèìûì
t(z1, . . . , zm) (òî åñòü τt(z1,...,zm)), ïðèìåíåííûå ê âû÷èñëåíèÿì ïîä
óïðàâëåíèåì ìàãàçèííîé ïàìÿòè ñ ñîäåðæèìûì u1, . . . , um (òî åñòü
τt(z1,...,zm)[τui/Fzi , 1 6 i 6 m]).

Òåîðåìà 5.1 ([44], òåîðåìà 3.5). Ïóñòü τ � íàèìåíüøåå ðå-
øåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (∗). Òîãäà äëÿ âñåõ
t(z1, . . . , zm) ∈ TΓ(Zm), 1 6 m 6 m̄, è ui ∈ TΓ(Zm), 1 6 i 6 m:

τt(u1,...,um) = τt(z1,...,zm)[τui/Fzi , 1 6 i 6 m] .
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Ââåäåì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè. Îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóþò ðàáîòå [44]. Ïóñòü Φ = {G1, . . . , Gn}, Φ ∩Σ = ∅, � êî-
íå÷íûé óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ãäå
Gi èìååò ðàíã ri, 1 6 i 6 n, è m̄ = max{ri | 1 6 i 6 n}.

Ïóñòü D = A〈〈TΣ(X ∪Zr1)〉〉× . . .×A〈〈TΣ(X ∪Zrn)〉〉 è ðàññìîòðèì
ðÿä äåðåâüåâ si ∈ A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zri)〉〉, 1 6 i 6 n. Òîãäà êàæäûé si

èíäóöèðóåò ôóíêöèþ s̄i : D → A〈〈TΣ(X ∪Zri)〉〉. Äëÿ (τ1, . . . , τn) ∈ D
îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè s̄i(τ1, . . . , τn) êàê
(i) zm, åñëè si = zm, 1 6 m 6 ri, x, åñëè si = x, x ∈ X,

(ii) ω̄(t̄1(τ1, . . . , τn), . . . , t̄r(τ1, . . . , τn)), åñëè si = ω(t1, . . . , tr),
ω ∈ Σr, t1, . . . , tr ∈ TΣ∪Φ(X ∪ Zri),

(iii) τj(t̄1(τ1, . . . , τn), . . . , t̄rj (τ1, . . . , τn)), åñëè si = Gj(t1, . . . , trj ),
Gj ∈ Φ, t1, . . . , trj ∈ TΣ∪Φ(X ∪ Zri),

(iv) at̄(τ1, . . . , τn), åñëè si = at, a ∈ A, t ∈ TΣ∪Φ(X ∪ Zri),

(v)
∑

j∈J r̄j(τ1, . . . , τn) , åñëè si =
∑

j∈J rj , rj ∈ A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zri)〉〉,
j ∈ J , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J .

Îòîáðàæåíèÿ s̄i, 1 6 i 6 n, è îòîáðàæåíèå s̄ : D → D,
ãäå s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉, íåïðåðûâíû. Ýòî ìîæåò áûòü ïîêàçàíî äëÿ
si ∈ TΣ∪Φ(X ∪ Zr) èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå si. Åñëè si èìååò âèä
Gj(t1, . . . , trj ), òî íåïðåðûâíîñòü s̄i ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïîäñòà-
íîâêè, êàê ïîêàçàíî ïðåäëîæåíèåì 2.5. Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå óìíî-
æåíèå íåïðåðûâíî, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå si = at, ãäå a ∈ A è
t ∈ TΣ∪Φ(X ∪Zr), òàêæå èíäóöèðóåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Îáùèé
ñëó÷àé si ∈ A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zr)〉〉 òåïåðü ìîæåò áûòü äîêàçàí, èñïîëü-
çóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ñîõðàíÿåò íàèìåíüøóþ âåðõíþþ
ãðàíü íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, s̄ èìååò íàèìåíü-
øóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó â D (ñì. òàêæå ëåììû 4.24 è 4.3 â [35],
ëåììû 3.1 è 3.2 â [24], [12], [25], [44], ëåììà 3.6). Â íåêîòîðûõ ñè-
òóàöèÿõ ôîðìóëû ÷èòàþòñÿ ëåã÷å, åñëè ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ
si[τ1/G1, . . . , τn/Gn] âìåñòî îáîçíà÷åíèé s̄i(τ1, . . . , τn).

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè S = (Φ, Z,Σ, E) (ñ ôóíê-
öèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè â Φ, ïåðåìåííûìè â Z è òåðìèíàëüíû-
ìè ñèìâîëàìè â Σ) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî E ôîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

Gi(z1, . . . , zri) = si(z1, . . . , zri), 1 6 i 6 n ,

ãäå êàæäîå si ëåæèò â A〈TΣ∪Φ(X∪Zri)〉. Ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñè-
ñòåìû íàä äåðåâüÿìè S çàäàíî ïîñðåäñòâîì (τ1, . . . , τn) ∈ D òàêîãî,
÷òî τi = s̄i(τ1, . . . , τn), 1 6 i 6 n, òî åñòü ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé (τ1, . . . , τn) íàáîðà s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉. Ðåøåíèå (σ1, . . . , σn)
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè S íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì
ðåøåíèåì, åñëè σi v τi, 1 6 i 6 n, äëÿ âñåõ ðåøåíèé (τ1, . . . , τn)
ñèñòåìû S. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû S åñòü íå ÷òî
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èíîå, êàê íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉, òî íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû S ñóùåñòâóåò â D (ñì.
[56], ðàçäåë 1.5).

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü S = (Φ, Z,Σ, {Gi = si | 1 6 i 6 n}) �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè, ãäå si ∈ A〈TΣ∪Φ(X ∪ Zri)〉.
Íàèìåíüøåå ðåøåíèå ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû S ñóùåñòâóåò
â D è ðàâíî

fix(s̄) = sup(s̄j(0) | j ∈ N) ,

ãäå s̄j � j-ÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉 : D → D, à
s̄0 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Òåîðåìà 5.2 ïîêàçûâàåò, êàê ìû ìîæåì âû÷èñëèòü àïïðîêñèìà-
öèþ íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè.
Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τj | j ∈ N), ãäå êàæäîå
τj ∈ D, àññîöèèðîâàííàÿ ñ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàä äåðåâüÿ-
ìè S = (Φ, Z, Σ, {Gi = si | 1 6 i 6 n}), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

τ0 = 0, τj+1 = s̄(τj), j ∈ N .

Ïîñêîëüêó τj = s̄j(0) äëÿ âñåõ j ∈ N, òî íàèìåíüøåå ðåøåíèå fix(s̄)
ñèñòåìû S ðàâíî sup(τj | j ∈ N). Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðå-
âüÿìè S = (Φ0, Z,Σ, {Gi = si | 0 6 i 6 n}, G0) (ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
ïåðåìåííûìè â Φ0 = {G0, G1, . . . , Gn}, ïåðåìåííûìè â Z, òåðìèíàëü-
íûìè ñèìâîëàìè â Σ) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé G0

åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè (Φ0, Z,Σ, {Gi = si | 0 6
6 i 6 n}) òàêàÿ, ÷òî G0 èìååò ðàíã 0. Ïóñòü (τ0, τ1, . . . , τn) � íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû (Φ0, Z,Σ, {Gi = si | 0 6 i 6 n}). Òîãäà
τ0 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé êîìïîíåíòîé íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî τ0 ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ èç Z.

Íàøè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè ÿâëÿþòñÿ ñè-
ñòåìàìè âòîðîãî ïîðÿäêà â ñìûñëå [17] è ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê íàä äåðåâüÿìè (ñì. [49] è [24], â
îñîáåííîñòè òåîðåìà 3.4, [56], ðàçäåë 1.5, [21], ðàçäåë 9.5).

Ðÿä äåðåâüåâ â A〈〈TΣ(X)〉〉 íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îí
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé êîìïîíåíòîé íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-
íîé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ íà÷àëüíûõ êîìïîíåíò îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Aalg〈〈TΣ(X)〉〉. Íà àëôàâèòû Σ è X â îïðåäåëåíèè àëãåáðàè-
÷åñêèõ ðÿäîâ äåðåâüåâ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ, òî åñòü îíè
ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì ôàêòîì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî s ∈ Aalg〈〈TΣ(X)〉〉 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå àëôàâèòû Σ′ è X ′,
Σ′ ⊆ Σ, X ′ ⊆ X, òàêèå, ÷òî supp(s) ⊆ TΣ′(X ′). Ñëåäîâàòåëüíî,

Aalg〈〈TΣ(X)〉〉 =
⋃

Σ′⊆Σ êîíå÷íîå, X′⊆X êîíå÷íîå
Aalg〈〈TΣ′(X ′)〉〉 .

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ýêâèâàëåíòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä
äåðåâüÿìè S = (Φ0, ZQ, Σ, E, y0) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïå-
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ðåìåííîé y0 ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èç ïðîèçâîëüíîãî çàäàííîãî ìà-
ãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè P = (Q,Γ, Z, Y, M, S, p0, P ) (ïî-
ñòðîåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [44]). Çäåñü Φ0 = {y0} ∪ {(yg(z1,...,zm))q |
g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, q ∈ Q}. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ
(yg(z1,...,zm))q, g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, q ∈ Q, èìååò ðàíã m|Q|. Ïî
îïðåäåëåíèþ, Q × 1-âåêòîð yg(z1,...,zm), g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, åñòü
âåêòîð-ñòîëáåö ñ q-é êîìïîíåíòîé (yg(z1,...,zm))q, q ∈ Q.

Äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìàëüíûõ óðàâíåíèé â E ââåäåì äëÿ t ∈ TΓ(Zm),
1 6 m 6 m̄, âåêòîðû ŷt â (TΦ(Zm

Q ))Q×1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ŷg(u1,...,um) = yg(z1,...,zm)(ŷu1 , . . . , ŷum) ,

g ∈ Γm, u1, . . . , um ∈ TΓ(Zm), 1 6 m 6 m̄ ;
ŷg = yg, g ∈ Γ0 ; (ŷzi)q = (zi)q, 1 6 i 6 m̄, q ∈ Q .

Çàïèñàííîå ïîêîìïîíåíòíî, ïåðâîå óðàâíåíèå ÷èòàåòñÿ êàê

(ŷg(u1,...,um))q = (yg(z1,...,zm))q((ŷui)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈ Q)

äëÿ g ∈ Γm, u1, . . . , um ∈ TΓ(Zm), 1 6 m 6 m̄, q ∈ Q. Çàìåòèì, ÷òî

(ŷg(z1,...,zm))q = (yg(z1,...,zm))q((zi)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈ Q)

äëÿ g ∈ Γm, 1 6 m 6 m̄, q ∈ Q. Äàëåå, yg(z1,...,zm)(ŷu1 , . . . , ŷum) îçíà÷à-
åò yg(z1,...,zm)[ŷui/Fzi , 1 6 i 6 m] è (yg(z1,...,zm))q((ŷi)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈
∈ Q) îçíà÷àåò (yg(z1,...,zm))q[(ŷi)q′/(zi)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈ Q]. Ôîðìàëü-
íûå óðàâíåíèÿ â E äàíû òåïåðü â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

y0 = S(yp0) ,

yg(z1,...,zm)((zi)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈ Q) = (∗∗)
= (M(ŷ, . . . , ŷ) + F )g(z1,...,zm) =
=

∑
t1,...,tk∈TΓ(Zm) Mg(z1,...,zm),(t1,...,tk)(ŷt1 , . . . , ŷtk) + Pg(z1,...,zm),

g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄ .

Çàäàäèì òåïåðü ÿâíî ôîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ïåð-
âîãî, ñ èíäåêñîì q ∈ Q.

(yg(z1,...,zm))q((zi)q′ , 1 6 i 6 m, q′ ∈ Q) =
=

∑
t1,...,tk∈TΓ(Zm)

∑
q1,...,qk∈Q

(Mg(z1,...,zm),(t1,...,tk))q,(q1,...,qk)((ŷt1)q1 , . . . , (ŷtk)qk
) + (Pg(z1,...,zm))q ,

g ∈ Γm, 0 6 m 6 m̄, q ∈ Q .

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñàöèÿ ïîñðåäñòâîì q ∈ Q òðåáóåòñÿ òîëüêî â ïðè-
ìåðàõ. Â òåîðåòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèÿõ ìû ñîõðàíÿåì èíäåêñàöèþ
ïîñðåäñòâîì ñîñòîÿíèé q, q1, . . . , qn.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � êëþ÷åâàÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíò-
íîñòè ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ íàä äåðåâüÿìè è àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
íàä äåðåâüÿìè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.
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Òåîðåìà 5.3 ([44], òåîðåìà 3.13). Åñëè τ � íàèìåíüøåå ðåøåíèå
ïîëèíîìèàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (∗), òî (τg(z1,...,zm) | g ∈ Γm,
0 6 m 6 m̄) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä
äåðåâüÿìè (∗∗).

Ñëåäñòâèå 5.4. Íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè S ñîâïàäàåò ñ ||P||.

Ñëåäñòâèå 5.5. Ïîâåäåíèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿ-
ìè åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ.

Ïðèìåð 5.1 (ïðîäîëæåíèå). Ïîñòðîèì òåïåðü ïî øàãàì äëÿ ìà-
ãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè P àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä
äåðåâüÿìè S ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé òàê, ÷òî
||P|| � íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ëèíåéíóþ ñèñòåìó (∗) â âèäå

ŷ = M(ŷ, ŷ) + F

è çàïèøåì ÿâíî óðàâíåíèÿ äëÿ ŷG(z), ŷZ0 è ŷC :

(ŷG(z))q0 = (ŷG(G(z)))q0 + b((ŷz)q1 , (ŷz)q2),
(ŷG(z))qi = b((ŷz)qi , (ŷz)qi), i = 1, 2,
(ŷZ0)q0 = (ŷG(C))q0 , (ŷZ0)qi = 0, i = 1, 2,
(ŷC)q0 = 0, (ŷC)qi = ci, i = 1, 2 .

Âûðàçèì òåïåðü êîìïîíåíòû ŷ ÷åðåç yG(z), yZ0 è yC , ïîëó÷èì àëãåá-
ðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (∗∗):

(yG(z))q0(zq0 , zq1 , zq2) = (yG(z))q0((yG(z))q0(zq0 , zq1 , zq2),
(yG(z))q1(zq0 , zq1 , zq2), (yG(z))q2(zq0 , zq1 , zq2)) + b(zq1 , zq2),

(yG(z))qi(zq0 , zq1 , zq2) = b(zqi , zqi), i = 1, 2,
(yZ0)q0 = (yG(z))q0((yC)q0 , (yC)q1 , (yC)q2),
(yZ0)qi = 0, i = 1, 2,
(yC)q0 = 0,
(yC)qi = ci, i = 1, 2.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè S = (Φ0, Z, F, E, y0) îïèñû-
âàåòñÿ òåïåðü ÷åðåç

Φ0 = {(yG(z))qi , (yZ0)qi , (yC)qi | i = 0, 1, 2} ∪ {y0},
ãäå ðàíãè ïåðåìåííûõ (yG(z))qi , (yZ0)qi , (yC)qi ðàâíû 3, 0, 0 ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ i = 0, 1, 2; Z = {zq0 , zq1 , zq2}; E åñòü ìíîæåñòâî óðàâíå-
íèé, îïèñàííîå âûøå, äîïîëíåííîå äîáàâî÷íûì y0 = (yZ0)q0 .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå P èç S åñòü, â ñóùíîñòè, òî æå ïîñòðî-
åíèå, ÷òî áûëî äàíî â ðàáîòå [36] â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. ¤

Îáðàùåíèå ñëåäñòâèÿ 5.5 òàêæå ìîæåò áûòü äîêàçàíî è äàåò ãëàâ-
íûé ðåçóëüòàò ðàáîòû [44] è ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû.
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Òåîðåìà 5.6 ([44], ñëåäñòâèå 3.17). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î
ôîðìàëüíûõ ðÿäàõ äåðåâüåâ s èç A〈〈TΣ(X)〉〉 ýêâèâàëåíòíû:
(i) s � àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ;
(ii) s � ïîâåäåíèå ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè;
(iii) s � ïîâåäåíèå ïðîñòîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè

ñ îäíèì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì âåñà 1.
Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.17 â [44] äàíî äëÿ ìàãà-

çèííûõ àâòîìàòîâ íàä äåðåâüÿìè, îïðåäåëåííûõ êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ìàòðèö ïåðåõîäîâ. Îäíàêî ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ïðè-
âåäåííîìó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà íà äåðåâüÿìè â ãëàâå 3, ýòî
äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ëåãêî ïåðåïèñàòü äëÿ ìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ
íàä äåðåâüÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì. Åñëè áàçîâîå
ïîëóêîëüöî åñòü N∞, òî åñòü åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû äåðåâüåâ â
N∞〈〈TΣ(X)〉〉, òî ìîæíî âûâåñòè áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ïóñòü G = (Φ, Z, Σ, R) � êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà íàä
äåðåâüÿìè, ãäå Φ = {G1, . . . , Gn} è R � ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà

Gi(z1, . . . , zri) → tji , 1 6 j 6 ni, 1 6 i 6 n .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç di(t), 1 6 i 6 n, êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷-
íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ ñëîâà t ∈ TΣ(X ∪ Zri) îòíîñèòåëüíî G,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ Gi. Ïóñòü S = (Φ, Z,Σ, E) � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà íàä äåðåâüÿìè, ãäå E � ñèñòåìà ôîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

Gi(z1, . . . , zri) =
∑

16j6ni

tji , 1 6 i 6 n .

Òåîðåìà 5.7 ([17], òåîðåìà 11 ii). Ïóñòü G = (Φ, Z,Σ, R) è S =
= (Φ, Z,Σ, E) � ðàññìîòðåííûå âûøå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàì-
ìàòèêà íàä äåðåâüÿìè è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè ñî-
îòâåòñòâåííî, à di(t), 1 6 i 6 n,� êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî ∞) ðàç-
ëè÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ ñëîâà t ∈ TΣ(X ∪Zri) îòíîñèòåëüíî
G, íà÷èíàþùèõñÿ ñ Gi. Òîãäà íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû S

(
∑

t∈TΣ(X∪Zri )

di(t)t | 1 6 i 6 n ) .

Òåîðåìû 5.7, 3.1 è ñëåäñòâèå 5.6 äàþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü d : TΣ(X) → N∞. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
(i) Ñóùåñòâóåò êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà íàä äåðåâüÿ-

ìè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, òåðìèíàëüíûì
àëôàâèòîì Σ è àëôàâèòîì ëèñòüåâ X òàêàÿ, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ ñëîâà
t ∈ TΣ(X) èç íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåëè÷èíîé d(t).
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(ii) Ñóùåñòâóåò 1-ïðîñòîé ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè
ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ è àëôàâèòîì ëèñòüåâ X òàêîé, ÷òî
êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ øàãîâ âû÷èñëåíèé äëÿ
ïðèíÿòèÿ t ∈ TΣ(X) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé d(t).

Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà íàä äåðåâüÿìè ñ íà÷àëüíîé
ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, òåðìèíàëüíûì àëôàâèòîì Σ è àëôà-
âèòîì ëèñòüåâ X íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ TΣ(X)
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ ñëîâà t îòíîñèòåëüíî
G ðàâíî ëèáî 1, ëèáî 0. 1-ïðîñòîé ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿ-
ìè ñ òåðìèíàëüíûì àëôàâèòîì Σ è àëôàâèòîì ëèñòüåâ X íàçûâà-
åòñÿ îäíîçíà÷íûì, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ TΣ(X) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
øàãîâ âû÷èñëåíèé äëÿ ïðèíÿòèÿ t ðàâíî ëèáî 1, ëèáî 0.

Ñëåäñòâèå 5.9. Ïóñòü L ⊆ TΣ(X) � ÿçûê íàä äåðåâüÿìè. Òî-
ãäà L ïîðîæäàåòñÿ îäíîçíà÷íîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòè-
êîé íàä äåðåâüÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
t∈L t � ïîâåäåíèå

îäíîçíà÷íîãî 1-ïðîñòîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè.
Ìàãàçèííûé àâòîìàò íàä äåðåâüÿìè P = (Q,Γ, Z, Y, M, S, p0, P )

íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè Γ = {p0}∪Γ1, òî åñòü çà èñêëþ÷åíèåì
íà÷àëüíîãî ñèìâîëà ìàãàçèíà p0 ñ ðàíãîì 0 âñå îñòàëüíûå ñèìâîëû
ìàãàçèíà èìåþò ðàíã 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîïîëíÿåò ñïèñîê ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäå-
íèé ñëåäñòâèÿ 5.6.

Òåîðåìà 5.10 ([44], ñëåäñòâèå 4.8). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î
ôîðìàëüíûõ ðÿäàõ äåðåâüåâ s â A〈〈TΣ(X)〉〉 ýêâèâàëåíòíû:
(i) s � àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ;

(ii) s � ïîâåäåíèå îãðàíè÷åííîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðå-
âüÿìè;

(iii) s � ïîâåäåíèå ïðîñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà
íàä äåðåâüÿìè.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôîðìàëüíûì ðÿäàì äåðåâüåâ â N∞〈〈TΣ(X)〉〉.
Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü d : TΣ(X) → N∞. Òîãäà ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 5.8:
(iii) Ñóùåñòâóåò 1-ïðîñòîé îãðàíè÷åííûé ìàãàçèííûé àâòîìàò

íàä äåðåâüÿìè ñ âõîäíûì àëôàâèòîì Σ è àëôàâèòîì ëèñòüåâ
X òàêîé, ÷òî êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî ∞) ðàçëè÷íûõ øàãîâ
âû÷èñëåíèé äëÿ ïðèíÿòèÿ t ∈ TΣ(X) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
d(t).

Ñëåäñòâèå 5.12. Ïóñòü L ⊆ TΣ(X) � ÿçûê íàä äåðåâüÿìè. Òî-
ãäà L ïîðîæäàåòñÿ îäíîçíà÷íîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòè-
êîé íàä äåðåâüÿìè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
t∈L t � ïîâåäåíèå

îäíîçíà÷íîãî 1-ïðîñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä
äåðåâüÿìè.
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Äîêàæåì òåîðåìó Êëèíè, ñëåäóÿ [17]. Äî êîíöà ñòàòüè Φ∞ =
= {Gi | i > 0} � áåñêîíå÷íûé óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ãäå Gi ðàíãà ri, i > 0, è äëÿ êàæäîãî r > 0 èìå-
åòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ðàíãà r. Ïóñòü
Σ̂ = Σ∪{Gk1 , . . . , Gkm} è D̂ = A〈〈TΣ̂(X∪Zri1

)〉〉×· · ·×A〈〈TΣ̂(X∪Zrin
)〉〉

äëÿ íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i1, . . . , in, k1, . . . , km > 0. Ðàññìîò-
ðèì ðÿä äåðåâüåâ s ∈ A〈〈TΣ̂∪{Gi1

,...,Gin}(X ∪ Zr)〉〉 (ôóíêöèîíàëüíûå
ïåðåìåííûå Gk1 , . . . , Gkm çäåñü � óïîðÿäî÷åííûå ñèìâîëû, êàê â Σ).
Òîãäà s èíäóöèðóåò ôóíêöèþ s̄ : D̂ → A〈〈TΣ̂(X ∪ Zr)〉〉, êàê âûøå.

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä äåðåâüÿìè S =
= ({Gi1 , . . . , Gin}, Z, Σ̂, E), ãäå E åñòüGij (z1, . . . , zrij

) = sj(z1, . . . , zrij
,

Gi1 , . . . , Gin), 1 6 j 6 n, è sj ∈ A〈TΣ̂∪{Gi1
,...,Gin}(X ∪ Zrij

)〉.
Íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû S ïðèíàäëåæèò D̂. Ñîâîêóïíîñòü

êîìïîíåíò íàèìåíüøèõ ðåøåíèé âñåõ òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
(ïðè ñâîáîäíîì âûáîðå ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ i1, . . . , in, k1, . . . , km > 0)
îáîçíà÷èì Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ñòåïåííîé ðÿä
â Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉 � ôàêòè÷åñêè ñòåïåííîé ðÿä â Aalg〈〈TΣ∪Φ(X∪
∪Zr)〉〉 äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî Φ ⊂ Φ∞ è íåêîòîðîãî r > 0.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ïðèìåíèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òåî-
ðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ê àëãåáðàè÷åñêèì
ñèñòåìàì íàä äåðåâüÿìè (ñì. ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿ â ÷à-
ñòè II [2]). Ðàñøèðåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè
S = (Φ, Z,Σ, E) è åå íàèìåíüøåå ðåøåíèå îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê
è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàä äåðåâüÿìè è åå íàèìåíüøåå ðåøåíèå,
çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé Gi(z1, . . . , zri) =
= si(z1, . . . , zri), 1 6 i 6 n, ïðèíàäëåæàò òåïåðü A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zri)〉〉.

(1) Ïàðàìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî. Ïóñòü r ∈ A〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪
∪Z)〉〉 è îáîçíà÷èì r′ = µG.r, G ∈ Φ∞. Ïóñòü Gi 6= G,
τi ∈ A〈〈TΣ∪(Φ∞−{G})(X ∪ Z)〉〉, 1 6 i 6 n, è σj ∈ A〈〈TΣ(X ∪
∪Z)〉〉, 1 6 j 6 k. Òîãäà r′[σ1/z1, . . . , σk/zk, τ1/G1, . . . , τn/Gn] =
= µG.(r[σ1/z1, . . . ,σk/zk, τ1/G1, . . . , τn/Gn]).

(2) Ïðàâèëî Áåêè÷à � äå Áåêêåðà � Ñêîòòà. Èçó÷èì óðàâíå-
íèÿ Gi(z1, . . . , zri) = si(z1, . . . , zri), 1 6 i 6 n, si ∈ A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zri)〉〉
ðàñøèðåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìèS = (Φ, Z,Σ, E),
Φ = {G1, . . . , Gn}. Ïóñòü m ∈ {1, . . . , n − 1}, à (τm+1, . . . , τn) �
íàèìåíüøåå ðåøåíèå ðàñøèðåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äå-
ðåâüÿìè S′ = (Φ′, Z, Σ, E′), ãäå Φ′ = {Gm+1, . . . , Gn} è E′ =
= {Gi(z1, . . . , zri) = si(z1, . . . , zri) | m + 1 6 i 6 n}. Ïîýòîìó τj ∈
∈ A〈〈TΣ∪{G1,...,Gm}(X ∪ Zrj )〉〉, m + 1 6 i 6 n. Ïóñòü (τ1, . . . , τm) �
íàèìåíüøåå ðåøåíèå ðàñøèðåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû S′′ =
= (Φ′′, Z,Σ, E′′), ãäå Φ′′ = {G1, . . . , Gm} è E′′ = {Gi(z1, . . . , zri) =
= si(z1, . . . , zri)[τm+1/Gm+1, . . . , τn/Gn] | 1 6 i 6 m}. Òîãäà

(τ1, . . . , τm, τm+1[τ1/G1, . . . , τm/Gm], . . . , τn[τ1/G1, . . . , τm/Gm])

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì èñõîäíîé ðàñøèðåííîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè.
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Ïðîäîëæèì òåïåðü àíàëîãè÷íî ãëàâå 4.
Òåîðåìà 5.13. 〈Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉,+, 0, Σ̄ ∪ Φ̄∞〉 � äèñòðè-

áóòèâíàÿ Σ∪Φ∞-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A〈TΣ∪Φ∞(X ∪Z)〉 è çàìêíó-
òàÿ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîãî G ∈ Φ∞ ðàíãà r è ëþáûõ σ1, . . . , σr ∈ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉
Ḡ(σ1, . . . , σr) îïÿòü ëåæèò â Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî
ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1. Ïóñòü
σ1, . . . ,σr ∈ A〈〈TΣ∪{Gk1

,...,Gkm}(X ∪ {z1, . . . , zk})〉〉. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò r àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàä äåðåâüÿìè Gtj(z1, . . . , zitj ) = stj ,
1 6 t 6 r, 1 6 j 6 nr, ãäå ðàíã Gt1 ðàâåí k, òàêèõ, ÷òî ïåðâûå
êîìïîíåíòû èõ íàèìåíüøèõ ðåøåíèé ðàâíû σt.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä äåðåâüÿìè.

H(z1, . . . , zk) = G(G11(z1, . . . , zk), . . . , Gr1(z1, . . . , zk)) ,
Gtj(z1, . . . , zitj ) = stj , 1 6 t 6 r, 1 6 j 6 nr .

Ñîãëàñíî ïðàâèëó Áåêè÷à � äå Áåêêåðà � Ñêîòòà, H-êîìïîíåíòà åå
íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîãäà êàê Ḡ(σ1, . . . ,σr). ¤

Äèñòðèáóòèâíàÿ Σ ∪ Φ∞-àëãåáðà 〈V, +, 0, Σ̄ ∪ Φ̄∞〉, ãäå V ⊆
⊆ A〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉, íàçûâàåòñÿ ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòîé, åñëè
V çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è äëÿ âñåõ s ∈ V è
G ∈ Φ∞ ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ µG.s ñíîâà ïðèíàäëåæèò V . Çäåñü
µG.s îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå ðåøåíèå ñèñòåìû G(z1, . . . , zr) = s,
ãäå r � ðàíã G. Ïî îïðåäåëåíèþ, Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 � íàèìåíü-
øàÿ ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ ∪ Φ∞-àëãåáðà, ñî-
äåðæàùàÿ A〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ñòåïåííîé ðÿä
â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ñòåïåííûì ðÿäîì â
A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Zr)〉〉 äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî Φ ⊂ Φ∞ è r > 0.

Äîêàæåì, ÷òî Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉 = Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉. Ïîêà-
æåì ñíà÷àëà, ÷òî Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ïîä-
ñòàíîâêè ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 5.14. Ðàññìîòðèì ðÿä äåðåâüåâ s è σj, 1 6 j 6 n, â
Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(z1, . . . , zr, Gi1 , . . . , Gin) ∈
∈ A〈〈TΣ̂∪{Gi1

,...,Gin}(X ∪ Zr)〉〉 è σj ∈ A〈〈TΣ̂(X ∪ Zrij
)〉〉, ãäå Σ̂ =

= Σ∪{Gk1 , . . . , Gkm} è i1, . . . , in, k1, . . . , km > 0 ïîïàðíî äèçúþíêòíû.
Òîãäà s̄(z1, . . . , zr, σ1, . . . ,σn) ïðèíàäëåæèò Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ïðèìåíåíèé îïå-
ðàöèé ω̄ ∈ Σ̄, Ḡ ∈ Φ̄∞, ñëîæåíèÿ, ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ è µ äëÿ
ïîðîæäåíèÿ s(z1, . . . , zr, Gi1 , . . . , Gin) èç ìíîãî÷ëåíîâ.

(i) Ïóñòü s(z1, . . . , zr, Gi1 , . . . , Gin) ∈ A〈TΣ̂∪{Gi1
,...,Gin}(X ∪ Zr)〉.

Ïîñêîëüêó s̄(z1, . . . , zr, σ1, . . . , σn) ïîðîæäàåòñÿ èç σ1, . . . ,σn è
z1, . . . , zr ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, ω̄ ∈ Σ̄, Ḡk1 , . . . , Ḡkm ,
ïîäñòàíîâêè â σ1, . . . ,σn (êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé, ïîäîá-
íîé òåîðåìå 4.2) è ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
s̄(z1, . . . , zr, σ1, . . . ,σn) ∈ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.
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(ii) Äîêàæåì ëèøü ñëó÷àé îïåðàòîðà µ. Âûáåðåì G ∈ Φ∞ ðàí-
ãà r, îòëè÷íîå îò Gi1 , . . . , Gin , Gk1 , . . . , Gkm . Áåç óìåíüøåíèÿ îáù-
íîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(z1, . . . , zr, Gi1 , . . . , Gin) = µG.s′(z1, . . . , zr,
Gi1 , . . . , Gin , G). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì: s′(z1, . . . , zr,
Gi1 , . . . , Gin , G) ñîäåðæèòñÿ â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
s̄(z1, . . . , zr, σ1, . . . ,σn) = µG.s̄′(z1, . . . , zr, σ1, . . . , σn, G) ñîäåðæèòñÿ â
Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó. ¤

Òåîðåìà 5.15 ([17], ðàçäåë 6.). Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 =
= Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîêàæåì, ÷òî Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 ⊆
⊆ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñ-
ëó ïåðåìåííûõ â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè:

Åñëè (τ1, . . . , τn), ãäå τj ∈ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉, 1 6 j 6 n, ÿâëÿåò-
ñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû Gj(z1, . . . , zrj ) =
= sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn), 1 6 j 6 n, ñ n ôóíêöèîíàëüíûìè ïå-
ðåìåííûìè G1, . . . , Gn, ãäå sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn) ∈ A〈TΣ∪Φ∞(X ∪
∪Z)〉, òî τj ∈ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

(1) Ïóñòü n = 1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ∈ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉
åñòü íàèìåíüøåå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû G1(z1, . . . , zr1) =
= p(z1, . . . , zr1 , G1). Ïîñêîëüêó p(z1, . . . , zr1 , G1) � ìíîãî÷ëåí, òî
s = µG1.p(z1, . . . , zr1 , G1) ∈ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

(2) Èçó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó Gj(z1, . . . , zrj ) = sj(z1, . . . ,
zrj , G1, . . . , Gn+1), 1 6 j 6 n + 1, n > 1. Ïóñòü (τ2(G1), . . . , τn+1(G1)),
τj(G1) ∈ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪Z)〉〉, 2 6 j 6 n + 1, � íàèìåíüøåå ðåøåíèå
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûGj(z1, . . . , zrj ) = sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn+1),
2 6 j 6 n + 1. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî τj(G1) ∈ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-
ðåìå 5.14, p(G1) = s̄1(z1, . . . , zr1 , G1, τ2(G1), . . . , τn+1(G1)) ñîäåðæèò-
ñÿ â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉. Ýòî âëå÷åò, ÷òî µG1.p(G1) ñîäåðæèò-
ñÿ â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉. Ñíîâà ïî òåîðåìå 5.14 τ̄j(µG1.p(G1)) ∈
∈ Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉, 2 6 j 6 n+1. Ñîãëàñíî ïðàâèëó Áåêè÷à � äå
Áåêêåðà � Ñêîòòà, (µG1.p(G1), τ̄2(µG1.p(G1)), . . . , τ̄n+1(µG1.p(G1)))
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû Gj(z1, . . . ,
zrj ) = sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn+1), 1 6 j 6 n+1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîì-
ïîíåíòû íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñîäåðæàòñÿ
â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉.

(ii) Ïîêàæåì, ÷òî Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪Z)〉〉 � ýêâàöèîíàëüíî çàìêíó-
òàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ Σ∪Φ∞-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A〈TΣ(X ∪Z〉. Ýòî
âëå÷åò Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉 ⊆ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉. Ïî òåîðåìå 5.13,
íàì íóæíî òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî µG.s, s ∈ Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X∪Z)〉〉 ñîäåð-
æèòñÿ â Aalg〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉. Ïóñòü (τ2(G1), . . . , τn+1(G1)) ÿâëÿåò-
ñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû Gj(z1, . . . , zrj ) =
= sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn+1), 2 6 j 6 n + 1, ïóñòü G1 èìååò ðàíã
r2 è âîçüìåì s = τ2. Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó G1(z1, . . . , zr2) = s2(z1, . . . , zr2 , G1, . . . , Gn+1), Gj(z1, . . . , zrj ) =
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= sj(z1, . . . , zrj , G1, . . . , Gn+1), 2 6 j 6 n+1. Òîãäà ïî ïðàâèëó Áåêè÷à
� äå Áåêêåðà � Ñêîòòà µG1.s̄2(z1, . . . , zr2 , G1, τ2(G1), . . . , τn+1(G1)) =
= µG1.τ2(G1) � ïåðâàÿ êîìïîíåíòà åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ. ¤

Ââåäåì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A, Σ, X, Z,Φ∞ è U = {+, ·, µ, [, ]} ïîïàðíî äèçú-
þíêòíû. Ñëîâî E íàä A ∪Σ ∪X ∪ Z ∪Φ∞ ∪ U íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì âûðàæåíèåì ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), åñëè:

(i) E ñîäåðæèòñÿ â X ∪ Z, èëè

(ii) E èìååò îäíó èç ôîðì [E1 + E2], ω(E1, . . . , Ek), G(E1, . . . , Ek),
aE1, èëè µG.E1, ãäå E1, . . . , Ek � àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), äëÿ ω ∈ Σ ðàíãà k,
G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0, è a ∈ A.

Êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E íàä
(A,Σ, X, Z,Φ∞) îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ |E| â
A〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉 â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîãëàøåíèÿìè.

(i) Åñëè E ñîäåðæèòñÿ â X ∪ Z, òî E îáîçíà÷àåò ðÿä äåðåâüåâ E,
òî åñòü |E| = E.

(ii) Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E1, . . . , Ek

íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ω ∈ Σ ðàíãà k, G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0,
a ∈ A, îïðåäåëèì

|[E1 + E2]| = |E1|+ |E2| ,
|ω(E1, . . . , Ek)| = ω̄(|E1|, . . . , |Ek|) ,
|G(E1, . . . , Ek)| = Ḡ(|E1|, . . . , |Ek|) ,
|aE1| = a|E1| ,
|µG.E1| = µG.|E1| .

Ïóñòü ϕ1, ϕ2, ϕ3 � îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ
âûðàæåíèé ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞) âî ìíîæåñòâî êî-
íå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç X ∪ Z ∪ Φ∞, îïðåäåëÿåìûå êàê

(i) ϕ1(x) = ∅, ϕ2(x) = {x}, ϕ3(x) = ∅, x ∈ X,
ϕ1(z) = {z}, ϕ2(z) = ∅, ϕ3(z) = ∅, z ∈ Z,

(ii) ϕj([E1 + E2]) = ϕj(E1) + ϕj(E2), j = 1, 2, 3,
ϕj(ω(E1, . . . , Ek)) = ϕj(E1) ∪ . . . ∪ϕj(Ek), j = 1, 2, 3,
ϕj(G(E1, . . . , Ek)) = ϕj(E1) ∪ . . . ∪ϕj(Ek), j = 1, 2,
ϕ3(G(E1, . . . , Ek)) = ϕ3(E1) ∪ . . . ∪ϕ3(Ek) ∪ {G},
ϕj(aE1) = ϕj(E1), a 6= 0, ϕj(0E1) = ∅, a = 0, j = 1, 2, 3,
ϕj(µG.E1) = ϕj(E1)− {G} j = 1, 2, 3,
äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E1, . . . , Ek

íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ω ∈ Σ ðàíãà k, G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0,
a ∈ A.
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Äëÿ äàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E
íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞) èìååì: ϕ1(E) ⊆ Z ñîäåðæèò ïåðåìåííûå â E,
ϕ2(E) ⊆ X ñîäåðæèò èñïîëüçóåìûå ñèìâîëû àëôàâèòà ëèñòüåâ
X è ϕ3(E) ⊆ G ñîäåðæèò ñâîáîäíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåí-
íûå â E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |E| � ôîðìàëüíûé ðÿä äåðåâüåâ â
A〈〈TΣ∪ϕ3(E)(ϕ2(E) ∪ϕ1(E))〉〉.

Òåîðåìà 5.15 è ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ äàþò ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 5.16. Ðÿä äåðåâüåâ s ñîäåðæèòñÿ â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪

∪Z)〉〉 ∩A〈〈TΣ∪Φ′(X ′ ∪ Z ′)〉〉, ãäå X ′ ⊆ X, Z ′ ⊆ Z è Φ′ ⊆ Φ∞, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå ñ
ðÿäàìè äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ÷òî s = |E|, ãäå ϕ2(E) = X ′,
ϕ1(E) = Z ′ è ϕ3(E) = Φ′.

Ñëåäñòâèå 5.17. Ðÿä äåðåâüåâ s ñîäåðæèòñÿ â Aequ〈〈TΣ∪Φ∞(X∪
∪Z)〉〉 ∩A〈〈TΣ(X ′)〉〉, ãäå X ′ ⊆ X, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E íàä
(A,Σ, X, Z,Φ∞), ÷òî s = |E|, ãäå ϕ1(E) = ϕ3(E) = ∅ è ϕ2(E) = X ′.

Ñëåäñòâèå 5.18. Ðÿä äåðåâüåâ s ñîäåðæèòñÿ â Aalg〈〈TΣ(X ′)〉〉,
ãäå X ′ ⊆ X, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå àëãåá-
ðàè÷åñêîå âûðàæåíèå ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ÷òî
s = |E|, ãäå ϕ1(E) = ϕ3(E) = ∅ è ϕ2(E) = X ′.

Ñóììèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû â òåîðåìå, ïîäîáíîé òåîðåìå Êëèíè.
Òåîðåìà 5.19. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñòåïåííîì ðÿäå

r ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 ýêâèâàëåíòû.
(i) r � àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ.
(ii) r � ïîâåäåíèå ïðîñòîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà íàä äåðåâüÿìè.
(iii) r � ïîâåäåíèå ïðîñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìàãàçèííîãî àâòîìàòà

íàä äåðåâüÿìè.
(iv) ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå ñ ðÿäàìè äåðåâüåâ E

íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ϕ1(E) = ϕ3(E) = ∅, òàêîå, ÷òî r = |E|.
Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñ ðÿäàìè äå-

ðåâüåâ â B〈〈TΣ∪Φ∞(X ∪ Z)〉〉, òî ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î
ôîðìàëüíûõ ÿçûêàõ íàä äåðåâüÿìè.

Ïðèìåð 5.2. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó íàä äåðåâüÿ-
ìè S = (Φ, Z,Σ, E, G0) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
G0, çàäàííóþ ïîñðåäñòâîì Φ = Φ0 ∪ Φ2, Φ0 = {G0}, Φ2 = {G},
Σ = Σ2 = {b}, X = {c1, c2} è E = {G0 = G(c1, c2), G(z1, z2) =
= G(b(z1, z1), b(z2, z2)) + b(z1, z2)} (ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿ-
åòñÿ óïðîùåííîé âåðñèåé ñèñòåìû èç ïðèìåðà 5.1). Íà÷àëüíàÿ êîì-
ïîíåíòà åå íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

|µG.[G(b(c1, c1), b(c2, c2)) + b(c1, c2)]| =
∑

j>0

b(tj1, t
j
2) ,

ãäå t0i = ci, tj+1
i = b(tji , t

j
i ), i = 1, 2, j > 0. ¤
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6. Òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ
Òðàíñäóêòîðû íàä äåðåâüÿìè áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ [48; 50] è

[53; 54] (ñì. òàêæå [28]). Â [40] îáîáùåíà îãðàíè÷åííàÿ ôîðìà òðàí-
ñäóêòîðîâ íàä äåðåâüÿìè íèñõîäÿùåãî òèïà íà òðàíñäóêòîðû íàä
ðÿäàìè äåðåâüåâ, êîòîðûå îòîáðàæàþò ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ
â ôîðìàëüíûå ðÿäû äåðåâüåâ. Â [23] è [29] îáîáùåí ýòîò ïîäõîä è
îïðåäåëåíû òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ âîñõîäÿùåãî è íèñ-
õîäÿùåãî òèïîâ êàê îáîáùåíèå òðàíñäóêòîðîâ íàä äåðåâüÿìè òèïà
¾îò ãðàíèöû ê êîðíþ¿ (¾frontier-to-root-òðàíñäóêòîð¿) è ¾îò êîðíÿ
ê ãðàíèöå¿ (¾root-to-frontier-òðàíñäóêòîð¿) â ñìûñëå [30; 31].

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé òðàíñäóêòîðîâ íàä
ðÿäàìè äåðåâüåâ íèñõîäÿùåãî òèïà (òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äå-
ðåâüåâ âîñõîäÿùåãî òèïà èñïîëüçóþò îáîáùåíèå IO-ïîäñòàíîâîê è
òðóäíû â îáðàùåíèè). Íàøå îïðåäåëåíèå òðàíñäóêòîðîâ íàä ðÿäà-
ìè äåðåâüåâ íèñõîäÿùåãî òèïà îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ â [23], íî
ýêâèâàëåíòíî åìó.

Çàòåì ìû îïðåäåëèì íåäåòåðìèíèðîâàííûå ïðîñòûå ðàñïîçíàâà-
åìûå òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ è ïîêàæåì, ÷òî îíè ñîõðà-
íÿþò ðàñïîçíàâàåìîñòü ðÿäîâ äåðåâüåâ.

Äåðåâî t ∈ TΣ(X ∪ Ym), m > 1, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ïåðå-
ìåííàÿ yj íå áîëåå îäíîãî ðàçà âñòðå÷àåòñÿ â t, 1 6 j 6 m. Äåðåâî
t ∈ TΣ(X ∪ Ym), m > 1, íàçûâàåòñÿ íåèñêëþ÷àþùèì, åñëè ïåðåìåí-
íàÿ yj íå ìåíåå îäíîãî ðàçà âñòðå÷àåòñÿ â t, 1 6 j 6 m. Ðÿä äåðåâüåâ
s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Ym)〉〉, m > 1, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, èëè íåèñêëþ÷à-
þùèì, åñëè âñå t ∈ supp(s) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, èëè íåèñêëþ÷àþ-
ùèìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì

(A〈〈TΣ(X)〉〉)I1×I∗2 =
⋃

m>0

(A〈〈TΣ(X)〉〉)I1×Im
2 .

Äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ (ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q, óïî-
ðÿäî÷åííûì âõîäíûì àëôàâèòîì Σ, âõîäíûì àëôàâèòîì ëèñòüåâ
X, óïîðÿäî÷åííûì âûõîäíûì àëôàâèòîì Σ′, âûõîäíûì àëôàâèòîì
ëèñòüåâ X ′, íàä ïîëóêîëüöîì A) åñòü ñåìåéñòâî µ = (µk | k > 0)
îòîáðàæåíèé

µk : Σk → (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Y )〉〉)Q×(Q×Zk)∗ , k > 1 ,
µ0 : Σ0 ∪X → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1 ,

òàêîå, ÷òî åñëè µk(ω) ∈ (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Y )〉〉)Q×(Q×Zk)m äëÿ íåêîòîðîãî
m > 0 è ω ∈ Σk, k > 1, òî µk(ω) ∈ (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Ym)〉〉)Q×(Q×Zk)m

è ëþáîé ýëåìåíò â µk(ω) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåèñêëþ÷àþùèì.
Çàìåòèì, ÷òî µk(ω), ãäå ω ∈ Σk, k > 1, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

µk(ω) : (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1×· · ·×(A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1 → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1

(èìååòñÿ k àðãóìåíòîâ-âåêòîðîâ; ñì. îïðåäåëåíèå ïåðåä òåîðå-
ìîé 2.8).
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Ïîñêîëüêó 〈(A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1, (µk(ω) | ω ∈ Σk, k > 0)〉 ÿâëÿåòñÿ
Σ-àëãåáðîé, îòîáðàæåíèå

µ0 : X → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1

ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíî äî ìîðôèçìà

µ : TΣ(X) → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1

ïîñðåäñòâîì

µ(ω(t1, . . . , tk)) = µk(ω)[µ(t1), . . . ,µ(tk)]

äëÿ ω ∈ Σk, t1, . . . , tk ∈ TΣ(X), k > 0.
Åùå îäíî ïðîäîëæåíèå äàåò

µ : A〈〈TΣ(X)〉〉 → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1

ïîñðåäñòâîì

µ(s) =
∑

t∈TΣ(X)

(s, t)⊗ µ(t), s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 ,

ãäå⊗ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèåÊðîíåêåðà (ñì. [46], ãëàâà 4). Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò â µ(t) óìíîæàåòñÿ íà (s, t).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ q ∈ Q

µ(s)q =
∑

t∈TΣ(X)

(s, t)µ(t)q, s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 .

Ìû îáîçíà÷èëè äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ è îòîáðàæåíèå µ :
A〈〈TΣ(X)〉〉 → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1, èíäóöèðóåìîå èì, îäíîé è òîé æå
áóêâîé µ. Ýòî íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå.

(Íèñõîäÿùèé) òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ (ñ ìíîæå-
ñòâîì ñîñòîÿíèé Q, óïîðÿäî÷åííûì âõîäíûì àëôàâèòîì Σ, âõîä-
íûì àëôàâèòîì ëèñòüåâ X, óïîðÿäî÷åííûì âûõîäíûì àëôàâèòîì
Σ′, âûõîäíûì àëôàâèòîì ëèñòüåâ X ′, íàä ïîëóêîëüöîì A)

T = (Q,µ, S)

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

(i) íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Q ñîñòîÿíèé,

(ii) äðåâîâèäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ µ ñ Q,Σ, X, Σ′, X ′ íàä A,

(iii) âåêòîðà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé S ∈ (A〈TΣ′(Y1)〉)1×Q, ãäå
Sq = aqy1, aq ∈ A, q ∈ Q.
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Îòîáðàæåíèå
||T|| : A〈〈TΣ(X)〉〉 → A〈〈TΣ′(X ′)〉〉,

ðåàëèçóåìîå òðàíñäóêòîðîì íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q,µ, S),
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

||T||(s) = S(µ(s)) =
∑

q∈Q(Sq, y1)µ(s)q =
=

∑
q∈Q

∑
t∈TΣ(X) aq(s, t)µ(t)q, s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 .

Äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè
ýëåìåíòû îáðàçîâ îòîáðàæåíèé µk, k > 0, ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè.
Òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q,µ, S) íàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûì, åñëè µ � ïîëèíîìèàëüíîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïðèìåð 6.1 (ñì. ïðèìåð IV.1.6 â [30]). Ïóñòü Q = {a0, a1, a2},
Σ = Σ1 = {σ}, X = {x}, Σ′ = Σ′1 ∪ Σ′2, Σ′1 = {ω1}, Σ′2 = {ω2},
X ′ = {x′1, x′2}.

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû îòîáðàæåíèé µ0 è µ1 çàäàíû êàê
µ0(x)a1 = x′1, µ0(x)a2 = x′2 ,
µ1(σ)a0,((a1,z1),(a2,z1)) = ω2(y1, y2) ,
µ1(σ)a1,(a1,z1) = ω1(y1), µ1(σ)a2,(a2,z1) = ω1(y1) .

Ïóñòü S = (y1, 0, 0) è ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé òðàíñäóêòîð íàä
ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q, (µ0, µ1), S). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ n > 0

µ(σn(x))ai = ωn
1 (x′i), i = 1, 2 ,

è äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî n.
Èìååì µ(x)ai = µ0(x)ai = x′i è, äëÿ n > 0,

µ(σn(x))ai = µ1(σ)[µ(σn−1(x))]ai =
= µ1(σ)ai,(ai,z1)[ω

n−1
1 (x′i)] =

= ω1(y1)(ωn−1
1 (x′i)) = ωn

1 (x′i), i = 1, 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì äëÿ n > 1:
||T||(σn(x)) = µ(σn(x))a0 =
= µ1(σ)[µ(σn−1(x))]a0 =
= µ1(σ)a0,((a1,z1),(a2,z1))(µ(σn−1(x))a1 , µ(σn−1(x))a2) =
= ω2(ωn−1

1 (x′1),ω
n−1
1 (x′2)) .

Äëÿ äàííîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäà äåðåâüåâ

s = (s, x)x +
∑

n>1

(s,σn(x))σn(x)

ïîëó÷èì

||T||(s) =
∑

n>1

(s,σn(x))ω2(ωn−1
1 (x′1),ω

n−1
1 (x′2)) .

¤
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Â ñâÿçè ñ ïðèìåðîì IV.1.6 â [30] ïðèìåð 6.1 äàåò èíòóèòèâíîå
îùóùåíèå òîãî, êàê ¾root-to-frontier-òðàíñäóêòîð¿ íàä äåðåâüÿìè â
ñìûñëå [30] ìîäåëèðóåòñÿ òðàíñäóêòîðîì íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ íèñ-
õîäÿùåãî òèïà íàä ïîëóêîëüöîì B.

Ðàññìîòðèì äåðåâüÿ â íîñèòåëÿõ ýëåìåíòîâ èç µk(ω), ãäå ω ∈ Σk,
k > 1, çàäàíû êàê â îïðåäåëåíèè äðåâîâèäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Çàìå-
òèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå â [23, c. 27], ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â äðåâîâèä-
íîì ïðåäñòàâëåíèè íèñõîäÿùåãî òèïà ïåðåìåííûå â ýòèõ äåðåâüÿõ
âñòðå÷àþòñÿ â ïîðÿäêå y1, . . . , ym ñëåâà íàïðàâî, ÿâëÿåòñÿ íåñóùå-
ñòâåííûì äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, èìå-
åì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.1 ([23], ëåììû 4.10 è 4.12). Îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåò-
ñÿ ¾root-to-frontier-òðàíñäóêòîðîì¿ íàä äåðåâüÿìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ðåàëèçóåòñÿ íèñõîäÿùèì ïîëèíîìèàëüíûì òðàíñ-
äóêòîðîì íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä ïîëóêîëüöîì B.

Ïóñòü Q′
i = {(q, zi) | q ∈ Q}, 1 6 i 6 k. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Q′
1 × · · · ×Q′

k è Qk, çàäàííîå
ïîñðåäñòâîì

((q1, z1), . . . , (qk, zk)) ⇔ (q1, . . . , qk) ,

q1, . . . , qk ∈ Q. Äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå (µk | k > 0) íàçûâàåòñÿ
íåäåòåðìèíèðîâàííûì ïðîñòûì, åñëè

µk : Σk → (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Yk)〉〉)Q×(Q′1×···×Q′k), k > 1 .

Åñëè (µk | k > 0) � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå
ïðåäñòàâëåíèå, òî ìû ðàáîòàåì ñ èçîìîðôíûìè êîïèÿìè µk(ω)′ îòîá-
ðàæåíèé µk(ω) â (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Yk)〉〉)Q×Qk , k > 0. Ïî òåîðåìå 2.8

µk(ω)′(P1, . . . , Pk) = µk(ω)[P1, . . . , Pk]

äëÿ Pj ∈ (A〈〈TΣ(X ∪ Y ′)〉〉)Q×1, 1 6 j 6 k, è ω ∈ Σk, k > 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèä-
íîå ïðåäñòàâëåíèå êàê ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé (µk | k > 0), ãäå

µk : Σk → (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Yk)〉〉)Q×Qk
, k > 1 ,

µ0 : Σ0 ∪X → (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1 .

Ìîðôè÷åñêîå ðàñøèðåíèå µ0 ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
µ(ω(t1, . . . , tk)) = µk(ω)(µ(t1), . . . ,µ(tk)), ω ∈ Σk, t1, . . . , tk ∈ TΣ(X),
k > 1, è äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 îïðåäåëèì µ(s) =

∑
t∈TΣ(X)(s, t)⊗ µ(t).

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîñòîé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðå-
âüåâ � òåïåðü òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q,µ, S),
ãäå µ � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå
è ||T||(s) = S(µ(s)) =

∑
q∈Q(Sq, y1)µ(s)q äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉.

Â ðàáîòå [40, ñ. 139] ðàçúÿñíÿåòñÿ, êàê íåäåòåðìèíèðîâàííûéïðî-
ñòîé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä ïîëóêîëüöîì B ñâÿçàí
ñ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ïðîñòûì root-to-frontier-òðàíñäóêòîðîì íàä
äåðåâüÿìè â ñìûñëå [30], óïðàæíåíèå IV.4.
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Òåîðåìà 6.2 ([40], òåîðåìà 6). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k > 1
s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Yk)〉〉 � ëèíåéíûé è íåèñêëþ÷àþùèé ðÿä è
sij ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉, aij ∈ A äëÿ ij ∈ Ij, 1 6 j 6 k. Òîãäà

s(
∑

i1∈I1

ai1si1 , . . . ,
∑

ik∈Ik

aiksik) =
∑

i1∈I1

. . .
∑

ik∈Ik

ai1 . . . aiks(si1 , . . . , sik) .

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ω ∈ Σk, k > 1, s1, . . . , sk ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉,
è µ � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q. Òîãäà

µk(ω)(µ(s1), . . . , µ(sk)) = µ(ω̄(s1, . . . , sk)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà äëÿ
èíäåêñà q ∈ Q:

µk(ω)(µ(s1), . . . ,µ(sk))q =
=

∑

q1,...,qk∈Q

µk(ω)q,(q1,...,qk)(µ(s1)q1 , . . . ,µ(sk)qk
) =

=
∑

q1,...,qk∈Q

µk(ω)q,(q1,...,qk)(
∑

t1∈TΣ(X)

(s1, t1)µ(t1)q1 , . . . ,

∑

tk∈TΣ(X)

(sk, tk)µ(tk)qk
) =

=
∑

q1,...,qk∈Q

∑

t1,...,tk∈TΣ(X)

(s1, t1) · · · (sk, tk)µk(ω)q,(q1,...,qk)(µ(t1)q1 , . . . ,

µ(tk)qk
) =

=
∑

t1,...,tk∈TΣ(X)

(s1, t1) · · · (sk, tk)µ(ω(t1, . . . , tk))q .

Çäåñü òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî µ � íåäåòåð-
ìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå, è èç òåîðåìû 6.2.
Âû÷èñëèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà äëÿ èíäåêñà q ∈ Q:

µ(ω̄(s1, . . . , sk))q =
= µ(

∑

t∈TΣ(X)

(
∑

ω(t1,...,tk)=t

(s1, t1) · · · (sk, tk))t)q =

=
∑

t∈TΣ(X)

(
∑

ω(t1,...,tk)=t

(s1, t1) · · · (sk, tk))µ(t)q×

×
∑

t1,...,tk∈TΣ(X)

(s1, t1) · · · (sk, tk)µ(ω(t1, . . . , tk))q .

Ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñîâïàäàþò, òî òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Åñëè áàçîâûì ïîëóêîëüöîì ÿâëÿåòñÿ áóëåâî ïîëóêîëüöî B , òî èç

ïðèìåðà 6.1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàøè ïîëèíîìèàëüíûå òðàíñäóêòîðû
íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ íå ñîõðàíÿþò ðàñïîçíàâàåìîñòü ðÿäîâ äåðåâüåâ
(ñì. òàêæå ïðèìåð â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå [31, ñ. 18]).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëèíåéíûå root-to-frontier-òðàíñäóêòîðû íàä
äåðåâüÿìè ñîõðàíÿþò ðàñïîçíàâàåìîñòü ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè (ñì.
[53] è [30], òåîðåìà IV.2.7, ëåììà IV.6.5 è ñëåäñòâèå IV.6.6). Â îñòàâ-
øåéñÿ ÷àñòè ýòîé ãëàâû ïîêàæåì, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííûåïðîñòûå
ðàñïîçíàâàåìûå òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ ñîõðàíÿþò ðàñ-
ïîçíàâàåìîñòü ðÿäîâ äåðåâüåâ. Ñäåëàåì ýòî ïîñòðîåíèåì, îñíîâûâà-
þùèìñÿ íà êîíå÷íûõ ðàñïîçíàâàåìûõ ñèñòåìàõ.

Ñèñòåìà zi = pi, 1 6 i 6 n, íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàâàåìîé, åñëè
êàæäîå pi ñîäåðæèòñÿ â Arec〈〈TΣ(X ∪ Zn)〉〉.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî íàèìåíüøåå ðåøåíèå êîíå÷íîé ðàñïîçíàâàåìîé
ñèñòåìû èìååò ðàñïîçíàâàåìûå êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü zi = pi, 1 6 i 6 n,� êîíå÷íàÿ ðàñïîçíàâà-
åìàÿ ñèñòåìà ñ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì σ. Òîãäà σi ∈ Arec〈〈TΣ(X)〉〉
äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ïóñòü zi = pi,
1 6 i 6 n, � ñîáñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ ðàñïîçíàâàåìàÿ ñèñòåìà. Òàê
êàê pi ∈ Arec〈〈TΣ(X ∪ Zn)〉〉, 1 6 i 6 n, òî ñóùåñòâóþò êîíå÷-
íûå ïîëèíîìèàëüíûå ñèñòåìû yij = qij , 1 6 j 6 mi, mi > 1,
ãäå yij � íîâûå ïåðåìåííûå è qij ∈ A〈TΣ(X ∪ Zn ∪ {yi1, . . . , yimi})〉
òàêèå, ÷òî yi1-å êîìïîíåíòû èõ íàèìåíüøèõ ðåøåíèé τi ðàâíû pi.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîáñòâåííóþ êîíå÷íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòå-
ìó zi = qi1(z1, . . . , zn, yi1, . . . , yimi), yij = qij(z1, . . . , zn, yi1, . . . , yimi),
1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 n, è çàìåòèì, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäàåòñÿ êàê
σ ∪ ((τi)j(σ1, . . . ,σn) | 1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 n). Ïîäñòàíîâêà ýòîãî
âåêòîðà äàåò äëÿ 1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 n:

qi1(σ1, . . . ,σn, (τi)1(σ1, . . . ,σn), . . . , (τi)mi(σ1, . . . , σn)) =
= (τi)1(σ1, . . . ,σn) = pi(σ1, . . . , σn) = σi ,

qij(σ1, . . . ,σn, (τi)1(σ1, . . . ,σn), . . . , (τi)mi(σ1, . . . , σn)) =
= (τi)j(σ1, . . . ,σn) .

Ñëåäîâàòåëüíî, σ∪ ((τi)j(σ1, . . . , σn) | 1 6 j 6 mi, 1 6 i 6 n) ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñîáñòâåííîé êîíå÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé
ñèñòåìû è σ ∈ (Arec〈〈TΣ(X)〉〉)n×1. ¤

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñèñòåìó yi = pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n,
ãäå pi ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Yn)〉〉, è íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèä-
íîå ïðåäñòàâëåíèå µ = (µk | k > 0) ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q,
ãäå µk : Σk → (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Zk)〉〉)Q×Qk , k > 1, è µ0 : Σ0 ∪ X →
→ (A〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1. Ïóñòü (yi)q, 1 6 i 6 n, q ∈ Q, � íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ è îáîçíà÷èì Y k

Q = {(yi)q | 1 6 i 6 k, q ∈ Q}. Ðàñøèðèì
îïðåäåëåíèå µ íà îáëàñòü Σ ∪X ∪ Yn ïîñðåäñòâîì

µ0 : Yn → (A〈〈TΣ′(Y n
Q )〉〉)Q×1 ,

ãäå µ(yj)q = (yj)q, 1 6 j 6 n, q ∈ Q. Ïðè òàêîì ðàñøèðåíèè ïîëó÷èì
îòîáðàæåíèå

µ : TΣ(X ∪ Yn) → (A〈〈TΣ′(X ′ ∪ Y n
Q )〉〉)Q×1 .
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Ëåììà 6.5. Ðàññìîòðèì s(y1, . . . , yn) ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Yn)〉〉 è íåäå-
òåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ ñ îáëàñòüþ
Σ ∪X ∪ Yn. Ïóñòü s1, . . . , sn ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉. Òîãäà

µ(s)[µ(sj)q/(yj)q, 1 6 j 6 n, q ∈ Q] = µ(s(s1, . . . , sn)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äåðåâî t ∈ TΣ(X ∪ Yn) è
ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî âèäó t, ÷òî µ(t)[µ(sj)q/(yj)q, 1 6 j 6 n,
q ∈ Q] = µ(t(s1, . . . , sn)).
(i) Äëÿ t = yi, 1 6 i 6 n, ïîëó÷èì µ(yi)[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n] =
= µ(si) = µ(yi(s1, . . . , sn)).
(ii) Äëÿ t = x, x ∈ Σ0 ∪ X, ïîëó÷èì µ(x)[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n] =
= µ(x) = µ(x(s1, . . . , sn)).
(iii) Äëÿ t = ω(t1, . . . , tk), ω ∈ Σk, t1, . . . , tk ∈ TΣ(X ∪ Yn), k > 1,
ïîëó÷èì

µ(ω(t1, . . . , tk))[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n] =
= µk(ω)(µ(t1)[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n], . . . ,µ(tk)[µ(sj)/µ(yj),

1 6 j 6 n]) =
= µk(ω)(µ(t1(s1, . . . , sn)), . . . ,µ(tk(s1, . . . , sn))) =
= µ(ω̄(t1(s1, . . . , sn), . . . , tk(s1, . . . , sn))) =
= µ((ω̄(t1, . . . , tk))(s1, . . . , sn)) .

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè âî âòîðîì ðàâåíñòâå
è òåîðåìó 6.3 â òðåòüåì ðàâåíñòâå.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
µ(s)[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n] =
=

∑
t∈TΣ(X∪Yn)(s, t)⊗ µ(t)[µ(sj)/µ(yj), 1 6 j 6 n] =

=
∑

t∈TΣ(X∪Yn)(s, t)⊗ µ(t(s1, . . . , sn)) =
= µ(

∑
t∈TΣ(X∪Yn)(s, t)t(s1, . . . , sn)) = µ(s(s1, . . . , sn)) .

¤
Òåîðåìà 6.6. Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðå-

âîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ ñ îáëàñòüþ Σ ∪ X ∪ Yn. Ïóñòü yi =
= pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n, ãäå pi ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Yn)〉〉, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîé ñèñòåìîé ñ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì σ. Òîãäà µ(σ) � íàèìåíüøåå
ðåøåíèå êîíå÷íîé ñèñòåìû µ(yi) = µ(pi(y1, . . . , yn)), 1 6 i 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (σj | j ∈ N) è (τj | j ∈ N) � àïïðîêñè-
ìèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ yi = pi(y1, . . . , yn), 1 6 i 6 n, è
µ(yi) = µ(pi(y1, . . . , yn)), 1 6 i 6 n, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî τ

j
i = µ(σj

i ), 1 6 i 6 n, j > 0, è ïîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî j.
Ñëó÷àé j = 0 î÷åâèäåí. Ïóñòü j > 0. Òîãäà äëÿ 1 6 i 6 n,

τ
j+1
i = µ(pi(y1, . . . , yn))[τj

k/µ(yk), 1 6 k 6 n] =
= µ(pi(y1, . . . , yn))[µ(σj

k)/µ(yk), 1 6 k 6 n] =
= µ(pi(σ

j
1, . . . , σ

j
n)) = µ(σj+1

i ) .

Èñïîëüîâàíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè âî âòîðîì ðàâåíñòâå è ëåì-
ìó 6.5 â òðåòüåì ðàâåíñòâå. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò òåîðåìà.

¤
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Íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå
µ = (µk | k > 0) íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàâàåìûì, åñëè µk(ω) ∈
∈ (Arec〈〈TΣ′(X ′ ∪ Zk)〉〉)Q×Qk äëÿ êàæäîãî ω ∈ Σk, k > 1, è µ0(ω) ∈
∈ (Arec〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1 äëÿ êàæäîãî ω ∈ Σ0 ∪X. Íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûé ïðîñòîé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q,µ, S) ÿâëÿåò-
ñÿ ðàñïîçíàâàåìûì, åñëè µ � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïî-
çíàâàåìîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Òåîðåìà 6.7. Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñ-
ïîçíàâàåìîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ. Ïóñòü s ñîäåðæèòñÿ â
Arec〈〈TΣ(X)〉〉. Òîãäà µ(s) ñîäåðæèòñÿ â (Arec〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.6, s � êîìïîíåíòà êîíå÷íîé
ïðîñòîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû yi = pi, 1 6 i 6 n. Ïî òåîðåìå 6.6,
µ(s) � êîìïîíåíòà êîíå÷íîé ðàñïîçíàâàåìîé ñèñòåìû µ(yi) = µ(pi),
1 6 i 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 6.4 äîêàçûâàåò íàøó òåîðåìó. ¤

Ñëåäñòâèå 6.8 ([40], ñëåäñòâèå 14). Ðàññìîòðèì íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàåìûé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðå-
âüåâ T è ðàñïîçíàâàåìûé ðÿä äåðåâüåâ s. Òîãäà ||T||(s) ÿâëÿåòñÿ ñíî-
âà ðàñïîçíàâàåìûì.

Ñëåäñòâèå 6.9 ([53] è [30], ãëàâà IV, ñëåäñòâèå 6.6). Ëèíåéíûå
root-to-frontier-òðàíñäóêòîðû íàä äåðåâüÿìè ñîõðàíÿþò ðàñïîçíàâà-
åìîñòü.

7. Ïîëíûå àáñòðàêòíûå ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ

Ïîëíûå àáñòðàêòíûå ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ (êîðîòêî ïîëíûå
AFT-ñåìåéñòâà) � ýòî ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ, çàìêíóòûå îòíîñè-
òåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ ðàñïîçíàâàåìûõ òðàíñäóêöèé
íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñïåöèôè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâà ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ è àëãåáðàè-
÷åñêèå ðÿäû äåðåâüåâ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè AFT-ñåìåéñòâàìè. Ïåðâîå
ïîñòðîåíèå ïîêàæåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ, ðåàëèçóåìûå íåäåòåðìèíèðî-
âàííûìè ïðîñòûìè ðàñïîçíàâàåìûìè òðàíñäóêòîðàìè íàä ðÿäàìè
äåðåâüåâ, çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Ýòî ïîñòðî-
åíèå àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ â [22] â ëåììå 4.2 (ñì. òàêæå [30], òåî-
ðåìà IV.3.15).

Íàïîìíèì: ZQ = {(zi)q | i > 1, q ∈ Q} è Zk
Q = {(zi)q | 1 6 i 6 k,

q ∈ Q} äëÿ k > 1. Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ r1, . . . , rk ∈ Q îïåðàòîð

ϕr1,...,rk
: A〈〈TΣ(X ∪ Zk

Q)〉〉 → A〈〈TΣ(X ∪ {(z1)r1 , . . . , (zk)rk
})〉〉

ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Zk
Q)〉〉 è t ∈ TΣ(X ∪

∪{(z1)r1 , . . . , (zk)rk
})

(ϕr1,...,rk
(s), t) =

{ (s, t) åñëè êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ (z1)r1 , . . . , (zk)rk

òî÷íî îäèí ðàç âñòðå÷àåòñÿ â t,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïóñòü µ′ � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïîçíàâàåìîå äðå-
âîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q1, îòîáðàæàþùåå
Σ∪X âî ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â Arec〈〈TΣ′(X ′∪Z)〉〉. Êðîìå
òîãî, ïóñòü µ′′ � ðàñøèðåííîå íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïî-
çíàâàåìîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q2,
îòîáðàæàþùåå Σ′ ∪ X ′ ∪ Z âî ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â
Arec〈〈TΣ′′(X ′′ ∪ Z ∪ ZQ2)〉〉. Îïðåäåëèì ðàñïîçíàâàåìîå äðåâîâèäíîå
ïðåäñòàâëåíèå µ ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q1 × Q2, îòîáðàæàþùåå
Σ ∪X âî ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â Arec〈〈TΣ′′(X ′′ ∪Z)〉〉, êàê

µ0(x)(q1,q2) = µ′′(µ′0(x)q1)q2 äëÿ x ∈ Σ0 ∪X, q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2 ,

µk(ω)(q1,q2),((r1,s1),...,(rk,sk)) =
= ϕs1,...,sk

(µ′′(µ′k(ω)q1,(r1,...,rk))q2)[z1/(z1)s1 , . . . , zk/(zk)sk
]

äëÿ ω ∈ Σk, k > 1, q1, r1, . . . , rk ∈ Q1, q2, s1, . . . , sk ∈ Q2 .

Òîãäà, ñîãëàñíî [41], ëåììà 2.3, (µk | k > 0) � íåäåòåðìèíèðîâàííîå
ïðîñòîå ðàñïîçíàâàåìîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå è äëÿ t ∈ TΣ(X),
q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2

µ(t)(q1,q2) = µ′′(µ′(t)q1)q2 .

Ýòî ïîñòðîåíèå äàåò ïåðâóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû.
Òåîðåìà 7.1. ([37], òåîðåìà 2.4). Ïóñòü µ′ (ñîîòâåòñòâåííî

µ′′) � íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïîçíàâàåìîå äðåâîâèäíîå
ïðåäñòàâëåíèå ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q1 (ñîîòâåòñòâåííî Q2),
îòîáðàæàþùåå Σ ∪X (ñîîòâåòñòâåííî Σ′ ∪X ′) â ìàòðèöû ñ ýëå-
ìåíòàìè â Arec〈〈TΣ′(X ′∪Z)〉〉 (ñîîòâåòñòâåííî Arec〈〈TΣ′′(X ′′∪Z)〉〉).
Ïóñòü T1 = (Q1,µ

′, S1) è T2 = (Q2,µ
′′, S2) � íåäåòåðìèíèðîâàííûå

ïðîñòûå ðàñïîçíàâàåìûå òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàåìûé òðàí-
ñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T òàêîé, ÷òî ||T||(s) = ||T2||(||T1||(s))
äëÿ âñåõ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàå-
ìûé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q1 × Q2,µ, S1 ¯ S2)
îïðåäåëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì ïðîñòûì ðàñïîçíàâàåìûì äðå-
âîâèäíûì ïðåäñòàâëåíèåì µ, ïîñòðîåííûì âûøå.

Ïóñòü (S1)q1 = aq1z1, aq1 ∈ A, q1 ∈ Q1, è (S2)q2 = bq2z1,
bq2 ∈ A, q2 ∈ Q2. Òîãäà (S1¯S2)(q1,q2) = aq1bq2z1 äëÿ q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2.
Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉:
||T2||(||T1||(s)) =

∑
q2∈Q2

bq2

∑
t2∈TΣ′ (X′)(||T1||(s), t2)µ′′(t2)q2 =

=
∑

q2∈Q2
bq2

∑
t2∈TΣ′ (X′)(

∑
q1∈Q1

aq1

∑
t1∈TΣ(X)(s, t1)µ

′(t1)q1 , t2)×
×µ′′(t2)q2 =

=
∑

q1∈Q1

∑
q2∈Q2

aq1bq2

∑
t1∈TΣ(X)(s, t1)

∑
t2∈TΣ′ (X′)(µ

′(t1)q1 , t2)×
×µ′′(t2)q2 =

=
∑

(q1,q2)∈Q1×Q2
aq1bq2

∑
t1∈TΣ(X)(s, t1)µ(t1)(q1,q2) = ||T||(s) .

¤
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Äî êîíöà ãëàâû 7 óñòàíîâèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ìíîæåñòâî
Σ∞ (ñîîòâåòñòâåííî X∞) � ôèêñèðîâàííûé áåñêîíå÷íûé óïîðÿäî-
÷åííûé àëôàâèò (ñîîòâåòñòâåííî áåñêîíå÷íûé àëôàâèò), à Σ,Σ′ (ñî-
îòâåòñòâåííî X, X ′), âîçìîæíî ñíàáæåííûå èíäåêñàìè, åñòü êîíå÷-
íûå ïîäàëôàâèòû â Σ∞ (ñîîòâåòñòâåííî X∞). Íàøèì áàçîâûì ïî-
ëóêîëüöîì áóäåò A〈〈TΣ∞(X∞)〉〉.

Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â
⋃

Σ⊂Σ∞
⋃

X⊂X∞ A〈〈TΣ(X)〉〉 íàçû-
âàåòñÿ ñåìåéñòâîì ðÿäîâ äåðåâüåâ. Îòîáðàæåíèå

τ :
⋃

Σ⊂Σ∞

⋃

X⊂X∞

A〈〈TΣ(X)〉〉 →
⋃

Σ⊂Σ∞

⋃

X⊂X∞

A〈〈TΣ(X)〉〉

íàçûâàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàåìîé òðàíñ-
äóêöèåé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå Σ, X, Σ′, X ′,
÷òî τ(s) ∈ A〈〈TΣ′(X ′)〉〉 äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 è τ(s) = 0 äëÿ
s /∈ A〈〈TΣ(X)〉〉, è ñóùåñòâóåò òàêîé íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðî-
ñòîé ðàñïîçíàâàåìûé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T, ÷òî
τ(s) = ||T||(s) äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉.

Äëÿ ñåìåéñòâà L ðÿäîâ äåðåâüåâ îïðåäåëèì

M(L) = {τ(s) | s ∈ L è τ � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ
ðàñïîçíàâàåìàÿ òðàíñäóêöèÿ íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ} .

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 7.1 M(M(L)) = M(L). Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåé-
ñòâî L ðÿäîâ äåðåâüåâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàí-
íîé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàåìîé òðàíñäóêöèè íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ è íà-
çûâàþò åãî ðàñïîçíàâàåìûì êîíóñîì ðÿäîâ äåðåâüåâ, åñëè L = M(L).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàñïîçíàâàåìûå ðÿäû äåðåâüåâ. Òåîðåìà 6.7
ñðàçó æå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 7.2. Arec〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ðàñïîçíàâàåìûé êîíóñ ðÿäîâ äå-
ðåâüåâ.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü L � ðàñïîçíàâàåìûé êîíóñ ðÿäîâ äåðåâüåâ
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ñîäåðæèò íåêîòîðûé ðÿä äåðåâüåâ s òàêîé,
÷òî (s, x) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X∞. Òîãäà Arec〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 ⊆ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàñïîçíàâàåìûé ðÿä äåðåâüåâ r è
íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîñòîé ðàñïîçíàâàåìûé òðàíñäóêòîð íàä ðÿ-
äàìè äåðåâüåâ T = ({q}, (µk | k > 0), z1), ãäå µ0(x) = r, µ0(x′) = 0
äëÿ x′ 6= x, x′ ∈ X∞, è µk(ω) = 0, ω ∈ Σ∞, ðàíãà k > 0. Òîãäà
||T||(s) = r. ¤

Ââåäåì àíàëîãè÷íî REC-çàìêíóòûì ñåìåéñòâàì ðÿäîâ äåðåâüåâ
ñîãëàñíî [18] ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòûå ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ.
Ñåìåéñòâî L ðÿäîâ äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòûì,
åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(i) 0 ∈ L.

(ii) Åñëè s1, s2 ∈ L, òî s1 + s2 ∈ L.
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(iii) Åñëè ω ∈ Σ∞ èìååò ðàíã k > 0 è s1, . . . , sk ∈ L, òî
ω̄(s1, . . . , sk) ∈ L; åñëè x ∈ X∞, òî x ∈ L.

(iv) Åñëè s ∈ L è x ∈ X∞, òî íàèìåíüøåå ðåøåíèå µx.s óðàâíåíèÿ
x = s ñîäåðæèòñÿ â L.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî L ðÿäîâ äåðåâüåâ ýêâàöèîíàëüíî çàìêíó-
òî, åñëè 〈L, +, 0, (ω̄ | ω ∈ Σ∞) ∪ X∞〉 ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé
Σ∞ ∪X∞-àëãåáðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (iv), òî åñòü íàøèìè
¾ðàöèîíàëüíûìè¿ îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ 0, ñëîæåíèå, òîï-ñöåïëåíèå
è íàèìåíüøèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (çàìåòèì, ÷òî ìû íå òðåáóåì çà-
ìûêàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè, ÷òî [18] äåëàëè äëÿ ñâîèõ REC-
çàìêíóòûõ ÿçûêîâ äåðåâüåâ).

Òåîðåìà 7.4. Arec〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòîå ñå-
ìåéñòâî ðÿäîâ äåðåâüåâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.3. ¤
Òåïåðü ìîæíî ââåñòè ïîëíûå AFT-ñåìåéñòâà. Èñïîëüçóåì îáîçíà-

÷åíèå F̂(L), ãäå L � ñåìåéñòâî ðÿäîâ äåðåâüåâ, äëÿ íàèìåíüøåãî ýêâà-
öèîíàëüíî çàìêíóòîãî ñåìåéñòâà ðÿäîâ äåðåâüåâ, êîòîðîå çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ ðàñïîçíàâàåìûõ òðàí-
ñäóêöèé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ è ñîäåðæèò L. Ñåìåéñòâî L ðÿäîâ äå-
ðåâüåâ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì AFT-ñåìåéñòâîì, åñëè L = F̂(L).

Òåîðåìà 7.5 ([41], òåîðåìà 3.5). Arec〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ïîëíîå AFT-
ñåìåéñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìàì 7.2 è 7.4. ¤
Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå ðÿäû äåðåâüåâ.
Òåîðåìà 7.6. Aalg〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòîå ñå-

ìåéñòâî ðÿäîâ äåðåâüåâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.15. ¤
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Aalg〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ïîëíîå AFT-ñåìåéñòâî,

çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ òðàíñäóêöèé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ. Îäíàêî ïåðåä ýòèì íàì ïî-
òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû.

Íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå
µ = (µk | k > 0) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè µk(ω) ∈
∈ (Aalg〈〈TΣ′(X ′ ∪ Zk)〉〉)Q×Qk äëÿ ω ∈ Σk, k > 1, è µ0(ω) ∈
∈ (Aalg〈〈TΣ′(X ′)〉〉)Q×1 äëÿ ω ∈ Σ0 ∪ X. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðî-
ñòîé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ T = (Q,µ, S) íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèì, åñëè µ � àëãåáðàè÷åñêîå äðåâîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêöèè íàä ðÿ-
äàìè äåðåâüåâ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî íåäåòåðìèíèðîâàííûìïðî-
ñòûì ðàñïîçíàâàåìûì òðàíñäóêöèÿì íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ.

Òåîðåìà 7.7 ([42], ñëåäñòâèå 3.6). Ïóñòü T � íåäåòåðìèíèðî-
âàííûé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ
è s � àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ. Òîãäà ||T||(s) ñíîâà àëãåáðàè÷å-
ñêèé.
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Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü T1 è T2 � íåäåòåðìèíèðîâàííûå ïðîñòûå
àëãåáðàè÷åñêèå òðàíñäóêòîðû íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð íàä
ðÿäàìè äåðåâüåâ T, òàêîé, ÷òî ||T||(s) = ||T2||(||T1||(s)) äëÿ âñåõ
s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîåíèå òðàíñäóêòîðà T èç T1 è T2 àíàëî-
ãè÷íî ïîñòðîåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1. Òåîðåìà 7.7 äîêà-
çûâàåò, ÷òî µ àëãåáðàè÷íî. ¤

Äëÿ ñåìåéñòâà L ðÿäîâ äåðåâüåâ îïðåäåëèì

Malg(L) = {τ(s) | s ∈ L è τ � íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ òðàíñäóêöèÿ íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ }.

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 7.8 Malg(Malg(L)) = Malg(L). Ãîâîðÿò, ÷òî
ñåìåéñòâî L ðÿäîâ äåðåâüåâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé íàä ðÿäàìè äåðå-
âüåâ è íàçûâàþò åãî àëãåáðàè÷åñêèì êîíóñîì ðÿäîâ äåðåâüåâ, åñëè
L = Malg(L).

Òåîðåìà 7.9. Åñëè L � àëãåáðàè÷åñêèé êîíóñ ðÿäîâ äåðåâüåâ è
L ñîäåðæèò íåêîòîðûé ðÿä äåðåâüåâ s òàêîé, ÷òî (s, x) = 1 äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈ X∞, òî Aalg〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 ⊆ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.3. ¤
Òåîðåìà 7.10. Aalg〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � àëãåáðàè÷åñêèé êîíóñ ðÿäîâ

äåðåâüåâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìàì 7.6 è 7.7. ¤
Ñëåäñòâèå 7.11 ([42], òåîðåìà 4.4). Aalg〈〈TΣ∞(X∞)〉〉 � ïîëíîå

AFT-ñåìåéñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé íàä ðÿäàìè äåðåâüåâ.

8. Ñâÿçè ñ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè

Ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ âûõîäà ê ôîðìàëüíûì ðÿäàì äåðåâüåâ
äàåò ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìàêðîñòå-
ïåííûå ðÿäû â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ âûõîäîì àëãåáðàè÷åñêèõ ðÿäîâ
äåðåâüåâ. Çäåñü ìàêðîñòåïåííûå ðÿäû ââîäÿòñÿ êàê îáîáùåíèå OI-
ÿçûêîâ â [27] è èíäåêñèðîâàííûõ ÿçûêîâ â [8]. Äàëåå äîêàæåì òåî-
ðåìó Êëèíè äëÿ ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ è èíäåêñèðîâàííûõ ÿçûêîâ.
Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû â òî÷íîñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ âûõîäîì ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ. Â çàêëþ÷åíèå äî-
êàæåì, ÷òî âûõîäîì ïîëíûõ àáñòðàêòíûõ ñåìåéñòâ ðÿäîâ äåðåâüåâ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ââåäåì òåïåðü ìàêðîñòåïåííûå ðÿäû. Ïóñòü Φ = {G1, . . . , Gn},
Φ ∩ X = ∅, ãäå Gi èìååò ðàíã ri, 1 6 i 6 n, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
óïîðÿäî÷åííûì àëôàâèòîì ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäå-
ëèì T (Φ, X) êàê ìíîæåñòâî ñëîâ íàä Φ∪X ∪ {(} ∪ {)} ∪ {, }, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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(i) X ∪ {ε} ⊂ T (Φ, X);
(ii) åñëè t1, t2 ∈ T (Φ, X), òî t1t2 ∈ T (Φ, X);
(iii) åñëè G ∈ Φ, ãäå G ðàíãà r > 0, è t1, . . . , tr ∈ T (Φ, X), òî

G(t1, . . . , tr) ∈ T (Φ, X).
Ñëîâà â T (Φ, X) íàçûâàþòñÿ òåðìàìè íàä Φ è X. ×åðåç

A〈〈T (Φ, X)〉〉 (ñîîòâåòñòâåííî A〈T (Φ, X)〉) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ, íîñèòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè (ñîîò-
âåòñòâåííî áåñêîíå÷íûìè ïîäìíîæåñòâàìè) â T (Φ, X).

Ïóñòü D′ = A〈〈(X ∪ Zr1)
∗〉〉 × . . . × A〈〈(X ∪ Zrn)∗〉〉 è ðàññìîòðèì

ñòåïåííûå ðÿäû si ∈ A〈〈T (Φ, X ∪ Zri)〉〉, 1 6 i 6 n. Òîãäà êàæäûé si

èíäóöèðóåò ôóíêöèþ s̄i : D′ → A〈〈(X ∪ Zri)
∗〉〉. Äëÿ (τ1, . . . , τn) ∈ D′

îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè s̄i(τ1, . . . , τn):
(i) zm, åñëè si = zm, 1 6 m 6 ri; x, åñëè si = x, x ∈ X;
(ii) t̄1(τ1, . . . , τn)t̄2(τ1, . . . , τn), åñëè si = t1t2, t1, t2 ∈ T (Φ, X ∪ Zri);
(iii) τj(t̄1(τ1, . . . , τn), . . . , t̄rj (τ1, . . . , τn)), åñëè si = Gj(t1, . . . , trj ),

Gj ∈ Φ, t1, . . . , trj ∈ T (Φ, X ∪ Zri);

(iv) a · t̄(τ1, . . . , τn), åñëè si = at, a ∈ A, t ∈ T (Φ, X ∪ Zri);
(v)

∑
j∈J r̄j(τ1, . . . , τn), åñëè si =

∑
j∈J rj , rj ∈ A〈〈T (Φ, X ∪ Zri)〉〉,

j ∈ J , ãäå J � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.
Îòîáðàæåíèÿ s̄i, 1 6 i 6 n, íåïðåðûâíû è îòîáðàæåíèå s̄ : D′ → D′,
ãäå s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉, òîæå íåïðåðûâíî. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ â ñâÿçè
ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íàä äåðåâüÿìè (ïîñëå òåîðåìû 5.1).

Ìàêðîñèñòåìà S = (Φ, Z,X, E) (ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåí-
íûìè â Φ, ïåðåìåííûìè â Z è òåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè â X)
èìååò ìíîæåñòâî E ôîðìàëüíûõ óðàâíåíèé

Gi(z1, . . . , zri) = si(z1, . . . , zri), 1 6 i 6 n ,

ãäå êàæäîå si ñîäåðæèòñÿ â A〈T (Φ, X ∪ Zri)〉.
Ðåøåíèå ìàêðîñèñòåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê (τ1, . . . , τn) ∈ D′ òà-

êîå, ÷òî τi = s̄i(τ1, . . . , τn), 1 6 i 6 n, òî åñòü ïîñðåäñòâîì ïðîèç-
âîëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè (τ1, . . . , τn) äëÿ s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉. Ðåøåíèå
(σ1, . . . ,σn) ìàêðîñèñòåìû S íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì, åñ-
ëè σi 6 τi, 1 6 i 6 n, äëÿ âñåõ ðåøåíèé (τ1, . . . , τn) ñèñòåìû S. Ïî-
ñêîëüêó íàèìåíüøåå ðåøåíèå ìàêðîñèñòåìû S åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉, òî íàèìåíüøåå
ðåøåíèå ìàêðîñèñòåìû S ñóùåñòâóåò â D′.

Òåîðåìà 8.1 ([44], òåîðåìà 5.1). Ïóñòü S = (Φ, Z, X, {Gi = si |
1 6 i 6 n}) � ìàêðîñèñòåìà, ãäå si ∈ A〈T (Φ, X ∪ Zri)〉. Òîãäà íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå ýòîé ìàêðîñèñòåìû S ñóùåñòâóåò â D′ è ðàâíî

fix(s̄) = sup(s̄i(0) | i ∈ N) ,

ãäå s̄i � i-ÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ s̄ = 〈s̄1, . . . , s̄n〉 : D′ → D′.
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Òåîðåìà 8.1 ïîêàçûâàåò, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ê íàè-
ìåíüøåìó ðåøåíèþ ìàêðîñèñòåìû. Àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (τj | j ∈ N), ãäå êàæäîå τj ∈ D′ àññîöèèðîâàíî ñ ìàêðî-
ñèñòåìîé S = (Φ, Z,X, {Gi = si | 1 6 i 6 n}), îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

τ0 = 0, τj+1 = s̄(τj), j ∈ N .

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå ðåøåíèå fix(s̄) ìàêðîñèñòåìû S ðàâíî
sup(τj | j ∈ N). Ìàêðîñèñòåìà ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé S = (Φ ∪ {G0}, Z, X, {Gi = si | 0 6 i 6 n}, G0) (ñ ôóíêöè-
îíàëüíûìè ïåðåìåííûìè â Φ ∪ {G0}, ïåðåìåííûìè â Z, òåðìèíàëü-
íûìè ñèìâîëàìè â X) åñòü ìàêðîñèñòåìà (Φ ∪ {G0}, Z, X, {Gi = si |
0 6 i 6 n}) è G0 � íà÷àëüíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ðàí-
ãà 0. Ïóñòü (τ0, τ1, . . . , τn) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå (Φ ∪ {G0}, Z, X,
{Gi = si | 0 6 i 6 n}). Òîãäà τ0 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé êîìïîíåí-
òîé íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî τ0 ∈ A〈〈X∗〉〉 íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííûõ â Z.

Ñòåïåííîé ðÿä r â A〈〈X∗〉〉 íàçûâàåòñÿ ìàêðîñòåïåííûì ðÿäîì,
åñëè r � íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ìàêðîñèñòåìû
ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.4 â [24] ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî â ñëó÷àå áóëåâà ïîëóêîëüöà r ∈ B〈〈X∗〉〉 � ìàêðîñòåïåííîé ðÿä
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà supp(r) ∈ X∗ ÿâëÿåòñÿ OI-ÿçûêîì â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.10 â [27]. Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå 5.3 èç [27]
r ∈ B〈〈X∗〉〉 � ìàêðîñòåïåííîé ðÿä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
supp(r) ∈ X∗ ÿâëÿåòñÿ èíäåêñèðîâàííûì ÿçûêîì (ñì. [8]).

Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå yd : A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Z)〉〉 →
→ A〈〈T (Φ, X ∪ Z)〉〉. Äëÿ s ∈ A〈〈TΣ∪Φ(X ∪ Z)〉〉 yd(s) íàçûâàåòñÿ âû-
õîäîì ðÿäà s; yd(s) îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(i) zm, åñëè s = zm ∈ Z; x, åñëè s = x, x ∈ X;
(ii) yd(t1) . . . yd(tr), åñëè s = ω(t1, . . . , tr), ω ∈ Σr, t1, . . . , tr ∈

∈ TΣ∪Φ(X ∪ Z), r > 0 (çàìåòèì, ÷òî yd(ω) = ε, åñëè ω ∈ Σ0);
(iii) Gi(yd(t1), . . . , yd(tri)), åñëè s = Gi(t1, . . . , tri), t1, . . . , tri ∈

∈ TΣ∪Φ(X ∪ Z), 1 6 i 6 n;
(iv)

∑
t∈TΣ∪Φ(X∪Z)(s, t)yd(t), åñëè s =

∑
t∈TΣ∪Φ(X∪Z)(s, t)t.

Çàìåòèì, ÷òî yd(s) ∈ A〈〈(X ∪Z)∗〉〉, åñëè s ∈ A〈〈TΣ(X ∪Z)〉〉. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàøå îòîáðàæåíèå yd ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì îáû÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ âûõîäà (ñì. [31], ðàçäåë 14).

Ñâÿæåì àëãåáðàè÷åñêèå ðÿäû äåðåâüåâ è ìàêðîñòåïåííûå ðÿäû
ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ âûõîäà â íàøåé ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Äëÿ çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè S =
= (Φ, Z, Σ, {Gi(z1, . . . , zri) = si | 1 6 i 6 n}) îïðåäåëèì ìàêðîñèñòåìó
yd(S) êàê yd(S) = (Φ, Z, X, {Gi(z1, . . . , zri) = yd(si) | 1 6 i 6 n}).

Òåîðåìà 8.2 ([44], òåîðåìà 5.5). Åñëè (τ1, . . . , τn) � íàè-
ìåíüøåå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàä äåðåâüÿìè S, òî
(yd(τ1), . . . , yd(τn)) � íàèìåíüøåå ðåøåíèå ìàêðîñèñòåìû yd(S).
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Ñëåäñòâèå 8.3. Åñëè s � àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ, òî
yd(s) � ìàêðîñòåïåííîé ðÿä.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü {•, e} ⊆ Σ, ãäå • è e èìåþò ðàíã 2 è 0
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä r ∈ A〈〈X∗〉〉 ÿâëÿåòñÿ ìàêðî-
ñòåïåííûì ðÿäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
àëãåáðàè÷åñêèé ðÿä äåðåâüåâ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉, ÷òî yd(s) = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r � íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøå-
ãî ðåøåíèÿ ìàêðîñèñòåìû ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
S = (Φ ∪ {G0}, Z, X, {Gi = si | 0 6 i 6 n}, G0). Ïîñòðîèì àëãåáðà-
è÷åñêóþ ñèñòåìó íàä äåðåâüÿìè S′ = (Φ ∪ {G0}, Z, {•, e}, {Gi = s′i |
0 6 i 6 n}, G0) òàêóþ, ÷òî yd(S′) = S, ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäî-
ãî ñëîâà w èç T (Φ∪{G0}, X ∪Z) äåðåâà t(w) èç T{•,e}∪Φ∪{G0}(X ∪Z):
(i) t(ε) = e, t(x) = x, x ∈ X è t(z) = z, z ∈ Z;
(ii) åñëè w1, w2 ∈ T (Φ ∪ {G0}, X ∪ Z), òî t(w1w2) = •(t(w1), t(w2));
(iii) åñëè G ∈ Φ ∪ {G0}, ãäå G èìååò ðàíã r > 0 è w1, . . . , wr ∈

∈ T (Φ∪{G0}, X ∪Z), òî t(G(w1, . . . , wn)) = G(t(w1), . . . , t(wn)).
Î÷åâèäíî, ïîëó÷èì yd(t(w)) = w äëÿ âñåõ w ∈ T (Φ ∪ {G0}, X ∪ Z).

Îïðåäåëèì òåïåðü s′i =
∑

w∈A〈〈T (Φ∪{G0},X∪Z)〉〉(si, w)t(w). Òîãäà
yd(S′) = S. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî s � íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà
íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ìàêðîñèñòåìû S′. Òîãäà r = yd(s). ¤

Ïðèìåð 8.1. Ïóñòü S = (Φ, Z,Σ, E, Z0) � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà íàä äåðåâüÿìè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé Z0,
îïðåäåëåííàÿ ïîñðåäñòâîì:
(i) Φ = {G0, G1, G2, Z0}, ãäå ðàíãè G0, G1, G2 ðàâíû 3, à ðàíã Z0

ðàâåí 0;
(ii) Z = {z0, z1, z2};
(iii) Σ = Σ2 = {b}, X = {c1, c2};
(iv) ôîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ E:

G0(z0, z1, z2) = G0(G0(z0, z1, z2), G1(z0, z1, z2), G2(z0, z1, z2))+
+ b(z1, z2),

Gi(z0, z1, z2) = b(zi, zi), i = 1, 2,
Z0 = G0(0, c1, c2).

Òîãäà íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû S åñòü∑
j>0 b(tj1, t

j
2), ãäå tj1 è tj2, j > 0, îïðåäåëåíû â ïðèìåðå 5.1. Ìàêðî-

ñèñòåìà yd(S) = (Φ, Z,X, E′, Z0) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé Z0 îïðåäåëåíà ôîðìàëüíûìè óðàâíåíèÿìè èç E′:
G0(z0, z1, z2) = G0(G0(z0, z1, z2), G1(z0, z1, z2), G2(z0, z1, z2)) + z1z2,
Gi(z0, z1, z2) = zizi, i = 1, 2,
Z0 = G0(0, c1, c2).

Íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû yd(S) åñòü∑
j>0 c2j

1 c2j

2 . ¤
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Ââåäåì òåïåðü âûðàæåíèÿ íàä ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî A, X, Z,Φ∞ è U = {+, ·, µ, [, ]} ïîïàðíî äèçúþíêòíû.
Ñëîâî E íàä A∪X ∪Z ∪Φ∞ ∪U ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñ ìàêðîñòå-
ïåííûìè ðÿäàìè íàä (A,X, Z,Φ∞), åñëè
(i) E ñîäåðæèòñÿ â X ∪ Z ∪ {ε}, èëè
(ii) E èìååò îäíó èç ôîðì [E1 +E2], [E1E2], G(E1, . . . , Ek), aE1 èëè

µG.E1, ãäå E1, . . . , Ek � âûðàæåíèÿ ñ ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè
íàä (A,X,Z,Φ∞), G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0, è a ∈ A.

Êàæäîå âûðàæåíèå ñ ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè E íàä (A,X, Z,
Φ∞) îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä |E| â A〈〈T (Φ, X ∪ Z)〉〉,
ãäå Φ � íåêîòîðîå ïîäõîäÿùåå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Φ∞, â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ñîãëàøåíèÿìè.
(i) Åñëè E ñîäåðæèòñÿ â X∪Z∪{ε}, òî E îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíûé

ñòåïåííîé ðÿä E, òî åñòü |E| = E.
(ii) Äëÿ âûðàæåíèé ñ ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè E1, . . . , Ek íàä

(A,X, Z,Φ∞), G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0, a ∈ A, îïðåäåëèì
|[E1 + E2]| = |E1|+ |E2|,
|[E1E2]| = |E1||E2|,
|G(E1, . . . , Ek)| =

∑
t1,...,tk∈T (Φ,X∪Z)(|E1|, t1) . . . (|Ek|, tk)×

×G(t1, . . . , tk),
|aE1| = a|E1|,
|µG.E1| = µG.|E1|.

Îïðåäåëèì òåïåðü ¾îòîáðàæåíèå âûõîäà¿ Y, êîòîðîå îòîáðàæàåò
âûðàæåíèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞)
â âûðàæåíèÿ ñ ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè íàä (A,X, Z,Φ∞):
(i) åñëè E ñîäåðæèòñÿ â X ∪ Z, òî Y(E) = E;
(ii) äëÿ âûðàæåíèé ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ðÿäàìè äåðåâüåâ E1, . . . , Ek

íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞), ω ∈ Σ ðàíãà k, G ∈ Φ∞ ðàíãà k, k > 0,
a ∈ A îïðåäåëèì:
Y([E1 + E2]) = [Y(E1) + Y(E2)],
Y(ω(E1, . . . , Ek)) = [. . . [Y(E1)Y(E2)] · · ·Y(Ek)]
(âêëþ÷àÿ Y(ω) = ε äëÿ k = 0, Y(ω(E1)) = Y(E1) äëÿ k = 1),
Y(G(E1, . . . , Ek)) = G(Y(E1), . . . ,Y(Ek)),
Y(aE1) = aY(E1),
Y(µG.E1) = µG.Y(E1).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî yd(|E|) = |Y(E)| äëÿ âûðàæåíèÿ ñ àëãåáðà-
è÷åñêèìè ðÿäàìè äåðåâüåâ íàä (A,Σ, X, Z,Φ∞). Äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
âîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî âèäó E. Ïîêàæåì òîëüêî ñëó÷àé E = µG.E1:
yd(|E|) = yd(µG.|E1|) = µG.yd(|E1|) = µG.|Y(E1)| = |Y(µG.E1)| =

= |Y(E)| .
Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ yd,
à òðåòüå ðàâåíñòâî âåðíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
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Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèÿ ϕ1, ϕ2,ϕ3 àíàëîãè÷íî ïîäîáíûì
îòîáðàæåíèÿì â ãëàâå 5.

Äàííûå ñîîáðàæåíèÿ âìåñòå ñî ñëåäñòâèÿìè 5.18 è 8.4 ïðèâîäÿò
ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðåìó
Êëèíè äëÿ ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 8.5. Ñòåïåííîé ðÿä r ∈ A〈〈X∗〉〉 ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñòå-
ïåííûì ðÿäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåòòàêîå âûðà-
æåíèå ñ ìàêðîñòåïåííûìè ðÿäàìè E íàä (A,X,Z,Φ∞), ÷òî r = |E|,
ãäå ϕ1(E) = ϕ3(E) = ∅.

Åñëè áàçîâûì ïîëóêîëüöîì ÿâëÿåòñÿ B, òî òåîðåìà 8.5 ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê òåîðåìà Êëèíè äëÿ èíäåêñèðîâàííûõ ÿçûêîâ.

Ïðèìåð 8.2. Ðàññìîòðèì ìàêðîñèñòåìó M = (Φ, Z, X, E, G0) ñ
íà÷àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé G0, îïðåäåëåííóþ ïîñðåä-
ñòâîì Φ = Φ0 ∪ Φ2, Φ0 = {G0}, Φ2 = {G}, X = {c1, c2} è E = {G0 =
= G(c1, c2), G(z1, z2) = G(z2

1 , z
2
2) + z1z2}. Ïîñêîëüêó M = yd(S), ãäå

S îïðåäåëåíà â ïðèìåðå 5.2, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî íà÷àëüíàÿ êîìïî-
íåíòà íàèìåíüøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû M çàäàåòñÿ êàê

∑
j>0 c2j

1 c2j

2 =
= |µG.[G([c1c1], [c2c2]) + [c1c2]]|. Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñ ìàê-
ðîñòåïåííûìè ðÿäàìè åñòü Y(E), ãäå E � âûðàæåíèå ñ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ðÿäàìè äåðåâüåâ, äàííîå â ïðèìåðå 5.2. ¤

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïåííûå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ
âûõîäîì ðàñïîçíàâàåìûõ ðÿäîâ äåðåâüåâ.

Ïóñòü zi = pi, pi ∈ A〈〈TΣ(X ∪ Zn)〉〉, 1 6 i 6 n, åñòü ïðîñòàÿ
ñîáñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà ñ íàèìåíüøèì ðåøå-
íèåì (σ1, . . . , σn). Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
zi = yd(pi), yd(pi) ∈ A〈〈(X ∪ Zn)∗〉〉, 1 6 i 6 n. Òîãäà ëåãêî äîêàçàòü,
÷òî åå íàèìåíüøåå ðåøåíèå åñòü (yd(σ1), . . . , yd(σn)). Ýòî äîêàçûâàåò
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.6. Åñëè s � ðàñïîçíàâàåìûé ðÿä äåðåâüåâ, òî
yd(s) � àëãåáðàè÷åñêèé ñòåïåííîé ðÿä.

Ñëåäñòûèå 8.7. Ïóñòü {•, e} ⊆ Σ, ãäå • è e èìåþò ðàíãè 2
è 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä r ∈ A〈〈X∗〉〉 ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ðÿä
äåðåâüåâ â Arec〈〈TΣ(X)〉〉, ÷òî yd(s) = r.

Äëÿ A = N∞ òåîðåìà 8.6 è òåîðåìà 3.9 èç [37] âëåêóò ñëåäóþ-
ùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ (ñì.
òàêæå [19], ðàçäåë 3.3, [31], ðàçäåë 14, è [52]).

Òåîðåìà 8.8. Ïóñòü G � êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà.
Òîãäà äëÿ w ∈ L(G) ñóùåñòâóþò d(w) ëåâîñòîðîííèõ âûâîäîâ äëÿ
w â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò d(w) íåèçîìîðôíûõ
äåðåâüåâ âûâîäà â G ñ ðåçóëüòàòîì w.

Òåîðåìû Êëèíè èç ãëàâû 4 âëåêóò ïî ñëåäñòâèþ 8.7 òåîðåìûÊëè-
íè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ
(ñì. [38] è [34]).
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê òåîðèè ïîëíûõ àáñòðàêòíûõ ñåìåéñòâ ðÿäîâ
äåðåâüåâ è äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû 8 óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì
ñîãëàøåíèè: ìíîæåñòâî Σ∞ (ñîîòâåòñòâåíî X∞) åñòü ôèêñèðîâàí-
íûé áåñêîíå÷íûé óïîðÿäî÷åííûé àëôàâèò (ñîîòâåòñòâåíî áåñêîíå÷-
íûé àëôàâèò) è Σ (ñîîòâåòñòâåíî X), âîçìîæíî, ñíàáæåííûé èíäåê-
ñàìè, åñòü êîíå÷íûé ïîäàëôàâèò â Σ∞ (ñîîòâåòñòâåíî X∞). Êðîìå
òîãî, Σ∞ ñîäåðæèò ñèìâîë • ðàíãà 2 è ñèìâîë e ðàíãà 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîëíîãî AFT-ñåìåéñòâà L yield(L) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì àáñòðàêòíûì ñåìåéñòâîì ðÿäîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (êîðîòêî,
AFP). Çäåñü yield(L) = {yd(s) | s ∈ L}.

Òåîðåìà 8.9. Ïóñòü L � ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòîå ñåìåéñòâî
ðÿäîâ äåðåâüåâ. Òîãäà yield(L) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ,
óìíîæåíèÿ, çâåçäû è ñîäåðæèò 0 è 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü r1, r2 ∈ yield(L). Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå s1, s2 ∈ L, ÷òî yd(si) = ri, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó L çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, s = s1 + s2 ∈ L è yd(s) = r1 + r2 ∈ yield(L).
Òàê êàê L çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíêàòåíàöèè, s′ = •(s1, s2) ∈ L è
yd(s′) = r1r2 ∈ yield(L).

(ii) Ïóñòü s ∈ L è ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ X∞ íå âñòðå÷àåòñÿ â
s. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x = •(s, x) + e. Åãî íàèìåíüøåå ðåøåíèå
µx.(•(s, x)+e) ñîäåðæèòñÿ â L. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå ðåøåíèå
µx.yd(•(s, x)+ e) = µx.(yd(s)x+ ε) = yd(s)∗ äëÿ x = yd(•(s, x)+ e) =
= yd(s)x + ε ñîäåðæèòñÿ â yield(L). Êðîìå òîãî, yd(0) = 0 è 0∗ = 1
ñîäåðæàòñÿ â yield(L). ¤

Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîðôèçì
ν : X∗ → (A〈〈X ′∗〉〉)Q×Q

íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ïðåäñòàâëåíèå ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ ν íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî àë-
ãåáðàè÷åñêèì, ìàêðîïðåäñòàâëåíèåì), åñëè ýëåìåíòû ν(x), x ∈
∈ X ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèìè,
ìàêðî-) ñòåïåííûìè ðÿäàìè. Òðàíñäóêòîð íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè
Z = (Q,ν, S, P ) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðà-
è÷åñêèì, ìàêðî-), åñëè ν � ðàöèîíàëüíîå (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðà-
è÷åñêîå, ìàêðî-) ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ýëåìåíòû â S è
P � ðàöèîíàëüíûå (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèå, ìàêðî-) ñòåïåí-
íûå ðÿäû. Òðàíñäóêöèÿ íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè íàçûâàåòñÿ ðàöèî-
íàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîé, ìàêðî-), åñëè îíà ðåàëèçó-
åòñÿ ðàöèîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèì, ìàêðî-) òðàíñ-
äóêòîðîì íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè.

Ëåììà 8.10. Ïóñòü ν � àëãåáðàè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ, îïðåäåëåííîå ïîñðåäñòâîì ν : X → (Aalg〈〈X ′∗〉〉)Q×Q. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïîçíàâàåìîå äðå-
âîâèäíîå ïðåäñòàâëåíèå µ ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q×Q, îòîáðà-
æàþùåå Σ∪X âî ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè â Arec〈〈TΣ′(X ′∪
∪Z)〉〉, Σ′ = {•, e} òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 è q1, q2 ∈ Q

yd(µ(s)(q1,q2)) = ν(yd(s))q1,q2 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì µ = (µk | k > 0).
(i) Äëÿ x ∈ X è q1, q2 ∈ Q ïîñòðîèì µ0(x)(q1,q2) â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäñòâèåì 8.7 ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî yd(µ0(x)(q1,q2)) = ν(x)q1,q2 .
(ii) Äëÿ ω ∈ Σ0 è q1, q2 ∈ Q îïðåäåëèì µ0(ω)(q1,q2) = δq1,q2e, ãäå

δ � ñèìâîë Êðîíåêåðà; ïîýòîìó yd(µ(ω)(q1,q2)) = δq1,q2ε = ν(ε)q1,q2 .
(iii) Äëÿ ω ∈ Σk, k > 1, è q1, q2, r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ Q îïðåäåëèì

µk(ω)(q1,q2),((r1,s1),...,(rk,sk)) = δq1,r1δs1,r2 . . . δsk−1,rk
δsk,q2•

• (z1, •(z2, •(. . . • (zk−1, zk) . . .))) .

Ðàññìîòðèì äåðåâî t ∈ TΣ(X) è ïîêàæåì, ÷òî yd(µ(t)(q1,q2)) =
= ν(yd(t))q1,q2 , q1, q2 ∈ Q. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî
ñòðóêòóðå äåðåâüåâ â TΣ(X). Áàçèñ èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì
ïî (i) è (ii). Ïóñòü òåïåðü t = ω(t1, . . . , tk), ω ∈ Σk, k > 1, t1, . . . , tk ∈
∈ TΣ(X). Òîãäà ïîëó÷èì äëÿ q1, q2 ∈ Q:

yd(µ(t)(q1,q2)) = yd(µ(ω(t1, . . . , tk))(q1,q2)) =
= yd(

∑
r1,...,rk∈Q

∑
s1,...,sk∈Q µ(ω)(q1,q2),((r1,s1),...,(rk,sk))

[µ(t1)(r1,s1)/z1, . . . , µ(tk)(rk,sk)/zk]) =
= yd(

∑
r1,...,rk∈Q

∑
s1,...,sk∈Q δq1,r1δs1,r2 . . . δsk−1,rk

δsk,q2 • (µ(t1)(r1,s1), •
•(µ(t2)(r2,s2), •(. . . , •(µ(tk−1)(rk−1,sk−1),µ(tk)(rk,sk)) . . .)))) =

=
∑

s1,...,sk−1∈Q yd(µ(t1)(q1,s1))yd(µ(t2)(s1,s2)) . . .

yd(µ(tk−1)(sk−2,sk−1))yd(µ(tk)(sk−1,q2)) =
=

∑
s1,...,sk−1∈Q ν(yd(t1))q1,s1ν(yd(t2))s1,s2 . . .

ν(yd(tk−1))sk−2,sk−1
ν(yd(tk))sk−1,q2 =

= ν(yd(t1) . . . yd(tk))q1,q2 = ν(yd(t))q1,q2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉 è q1, q2 ∈ Q

yd(µ(s)(q1,q2)) =
∑

t∈TΣ(X)(s, t)yd(µ(t)(q1,q2)) =
=

∑
t∈TΣ(X)(s, t)ν(yd(t))q1,q2 = ν(yd(s))q1,q2 .

¤
Íåïóñòîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ àëãåáðàè÷åñêèé êîíóñ, åñëè

îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé ñòåïåííûõ
ðÿäîâ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé àëãåáðàè÷åñêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ (ðàöè-
îíàëüíûì) êîíóñîì, òî åñòü ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ðàöèîíàëüíûõ òðàíñäóêöèé ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü L � ïîëíîå AFT-ñåìåéñòâî. Òîãäà
yield(L) � àëãåáðàè÷åñêèé êîíóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ∈ L, s ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉, r = yd(s)
è Z = (Q,ν, S, P ) � àëãåáðàè÷åñêèé òðàíñäóêòîð. Ïîêàæåì, ÷òî
||Z||(r) ∈ A〈〈X ′∗〉〉 òîæå ñîäåðæèòñÿ â yield(L). Çàìåòèì, ÷òî ||Z||(r) =
= Sν(r)P =

∑
q1,q2∈Q Sq1ν(r)q1,q2Pq2 , ãäå Sq, Pq ∈ Aalg〈〈X ′∗〉〉, q ∈ Q.



 Формальные языки и автоматы VII: формальные ряды деревьев 

 

45 45

Ïî ñëåäñòâèþ 8.7 ñóùåñòâóþò sq, pq ∈ Arec〈〈TΣ′(X ′)〉〉, •, e ∈ Σ′, òà-
êèå, ÷òî yd(sq) = Sq, yd(pq) = Pq, q ∈ Q. Ïî ëåììå 8.10 ñó-
ùåñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííîå ïðîñòîå ðàñïîçíàâàåìîå äðåâîâèä-
íîå ïðåäñòàâëåíèå µ ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q × Q òàêîå, ÷òî
yd(µ(s)(q1,q2)) = ν(r)q1,q2 äëÿ âñåõ q1, q2. Ïîñêîëüêó L ýêâàöèîíàëüíî
çàìêíóòî, òî

∑
q1,q2∈Q •(sq1 , •(µ(s)(q1,q2), pq2)) ñîäåðæèòñÿ â L. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

yd(
∑

q1,q2∈Q •(sq1 , •(µ(s)(q1,q2), pq2))) =
=

∑
q1,q2∈Q yd(sq1)yd(µ(s)(q1,q2))yd(pq2) =

=
∑

q1,q2∈Q Sq1ν(r)q1,q2Pq2 = ||Z||(r)

ñîäåðæèòñÿ â yield(L). ¤

Ñëåäñòâèå 8.12. Ïóñòü L � ïîëíîå AFT-ñåìåéñòâî. Òîãäà
yield(L) � ïîëíîå AFP-ñåìåéñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî àëãåá-
ðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé.

Ñëåäñòâèå 8.13. Ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì AFP-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî àë-
ãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé.

Ñëåäñòâèå 8.14. Ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì AFP-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî
ïîäñòàíîâîê.

Òåîðåìà 8.15. Ïóñòü L � ïîëíîå AFT-ñåìåéñòâî, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî àëãåáðà÷åñêèõ òðàíñäóêöèé ðÿäîâ äåðåâüåâ. Òîãäà
yield(L) � ïîëíîå AFP-ñåìåéñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî òðàí-
ñäóêöèé ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.11. ¤

Ñëåäñòâèå 8.16. Ñåìåéñòâî ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì AFP-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî òðàíñäóêöèé
ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ñëåäñòâèå 8.17. Ñåìåéñòâî ìàêðîñòåïåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì AFP-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ ÿçûêîâ, òî åñòü íàøèì áàçîâûì ïîëó-
êîëüöîì áóäåò òåïåðü P(TΣ∞(X∞)). Áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç ññûëîê
èçîìîðôèçì ìåæäó P(TΣ∞(X∞)) è B〈〈TΣ∞(X∞)〉〉.

Ñåìåéñòâî L ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè íàçûâàåòñÿ ýêâàöèîíàëüíî
çàìêíóòûì, åñëè 〈L,∪, ∅, (ω̄ | ω ∈ Σ∞) ∪ X∞〉 ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáó-
òèâíîé Σ∞ ∪X∞-àëãåáðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

Åñëè L ∈ L è x ∈ X∞, òî íàèìåíüøåå ðåøåíèå µx.L óðàâ-
íåíèÿ ÿçûêà íàä äåðåâüÿìè x = L ñîäåðæèòñÿ â L.
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Îïðåäåëèì F̂(L) êàê íàèìåíüøåå ýêâàöèîíàëüíî çàìêíóòîå ñåìåé-
ñòâî ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè, êîòîðîå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íåäå-
òåðìèíèðîâàííûõ ïðîñòûõ ðàñïîçíàâàåìûõ òðàíñäóêöèé íàä ðÿäà-
ìè äåðåâüåâ è ñîäåðæèò L. Ñåìåéñòâî L ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè íà-
çûâàåòñÿ ïîëíûì àáñòðàêòíûì ñåìåéñòâîì ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè,
åñëè L = F̂(L).

Ñâÿæåì òåïåðü íàøè ïîëíûå àáñòðàêòíûå ñåìåéñòâà ÿçûêîâ íàä
äåðåâüÿìè ñ ïîëíûìè AFL-ñåìåéñòâàìè (ñì. [51], [32] è [9]).

Òåîðåìà 8.18. Ïóñòü L � ïîëíîå àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ÿçû-
êîâ íàä äåðåâüÿìè. Òîãäà yield(L) � ïîëíîå AFL-ñåìåéñòâî, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ òðàíñäóêöèé.

Ïîäñòàíîâêà σ íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé, åñëè σ(x) �
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê äëÿ êàæäîãî x ∈ X.

Ñëåäñòâèå 8.19. Ïóñòü L � ïîëíîå àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî
ÿçûêîâ íàä äåðåâüÿìè. Òîãäà yield(L) � ïîëíîå AFL-ñåìåéñòâî, çà-
ìêíóòîå îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 8.20. Ñåìåéñòâî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ AFL-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 8.21 ([8], òåîðåìà 3.4). Ñåìåéñòâî èíäåêñèðîâàííûõ
ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ AFL-ñåìåéñòâîì, çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ïîä-
ñòàíîâîê.

Èññëåäîâàíèå ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíî àêöèåé Àâñòðî-Âåíãåðñêîãî
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà, ïðîåêò 53ÎåU1.
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