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the second and of the first order, exist two more focal surfaces (M), (M,), where My,
M, - are points of intersection with the quadric Q € Ny of the line, intersecting the
lines Ag A; and A; Ay (Ag Ai, Az A (i=1, 2) - are rectilinear generatrices of the
quadric Q). It is proved that the focal surface (As) of the congruence Ny is double and
that the focal points M; , M, harmonically divide the points of intersection of the line
with the edges Aq A; and A; A, .
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DIE TRANSFORMATION EINER GESCHLOSSENEN KURVE
IN EINE ELLIPSE

W.Schuster
( Deutsches Institut fiir Fernstudienforschung an der Universitdt Tiibingen )

In Schuster [3] wird gezeigt, wie man durch sukzessive Anwendung einer
endlichen Folge von Parallelogramm-Konstruktionen ein beliebiges Polygon in ein
affin-regulares uberfiihrt. Ein affin-regulares Polygon ist das Bild eines regulédren
Polygons unter einer affinen Abbildung. Die VVorgehensweise dabei ist folgende : Ein

Polygon betrachten wir als n-tupel z=(z,,z,,...,z,_,) komplexer Zahlen. Mit Hilfe
einer Parallelogramm-Konsrtuktion Pp fuhren wir das Polygon zZ in ein Polygon W

tiber. Die Parallelogramm-Konstruktion P wird durch einen reellen Streckungsfaktor
p=>0 festgelegt : Im Eckpunkt z; des Polygons Z tragt man den Vektor

p(zj_1 - zj) + p(zj+1 - zj) an. Dessen Spitze markiert den Eckpunkt

W, =Z; +p(zj_1 —Z;+2;, — zj)
eines neuen Polygons W=(w,, w,,...,W__,). Diese Polygontransformation schreiben
wir in der Formw=P z.

: : . amk)
Satz 1. Die Transformationen Ppk’ Py :1/(4s1n ?) k—2,3,...,%(n—3),
fiihren ein beliebiges Polygon z mit ungerader Eckenzahl in ein affin-reguldres
Polygon

W= sz -Pp3 -...-Ppl Lz
2(n 3)

tiber. Dabei ist die Reihenfolge der Transformationen Ppk beliebig.
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Die Faktoren p, besitzen eine geometrische Bedeutung : Die Lénge der

2m

Diagonalen (ka), A=e" , in dem von der N-ten Einheitswurzel A erzeugten
reguldren n-Eck (LK,XZ,...,XH) ist ‘1—73“ = 2sin %=,

Hat das Ausgangspolynom 2z gerade Eckenzahl, dann muB3 zu den
Transformationen Ppk’ k:2,3,...,%(n-3), noch die Transformation S hinzutreten, die

ein Polygon z in das Polygon W der Seitenmitten W, :%(zj +Zj+1) uberfihrt. S

kann beim Anfangspolygon oder bei einem beliebigen Zwischenpolygon ausgefiihrt

werden. Das Polygon w=P_ P -..P -S-z ist dann affin reguldr. Das
2 P3 p%(nfs)

Regularisierungs-verfahren fir Polygone tibertragen wir auf eine Klasse hinreichend
glatter geschlossener Kurven z(t) der komplexen Ebene.

Durch eine periodische Funktion z(t) mit z(t)=z(t+1), teR, werde in der
komplexen Ebene eine geschlossene Kurve zZ(t) gegeben. Wir nehmen an, dal3 die
Funktion z(t) an jeder Stelle teR in eine Taylorreihe entwickelt werden kann. Die
obige Parallelogrammkonstruktion Ppk tibertragen wir auf die Kurvenpunkte z(t), z(t-

1), z(t+L) mitneN.
Mit Hilfe der Aufsatzen [1], [2] ist Satz 2 bewiesen.
Satz 2. Die Funktion f(z) sei holomorph in einem Gebiet, das den Kreisring

Kez :{z‘e_2 < ‘z‘ < ez} enthdlt und
f(z)=a,+ > (alzl +a_lz_1)
leN
sei ihre Laurentreihe. Ist dann z(t) = f(ezmt), teR, das Bild des Einheitskreises,

dann konvergiert die Funktionenfolge zm(t) = (Tmz)(t), m =2, mit
m D2
Tm:]_[[1+ 2),D:i,
k=2 (2mk) dt
gleichmdfig fiir alle t eR gegen die Ellipse
z,(t)=a, +l(ale27T tia " it).

2
Bemerkung: Es mag von einem geometrischen Standpunkt aus unbefriedigend
erscheinen, da3 die Transformation einer geschlossenen Kurve z(t) in eine Ellipse auf
eine spezielle Parametrisierung der Kurve Bezug nimmt. Die Lange der anzutagenden

Normalenvektoren &ndert sich dann i. allg. mit dem Kurvenpunkt. Dal} die
Transformation einer geschlossenen Kurve in eine Ellipse auch durch Antragen von
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Normalenvektoren gleicher Lange moglich ist, zeigt man mit Hilfe der natiirlichen
Parametrisierung durch die Bogenlidnge S. Die Funktion z(S) hat dann die Periode L,
wenn L die Lénge der Kurve ist. Besitzt z(S) eine Fourierentwicklung
2mils _2m ils
z(s)=b,+ > |be L +b_e L |,
leN

so transformiert die Folge der Differentialoperatoren

P, = C :(n iLD)(l_ iLD)

(znk)z 21k 21k

die Kurve z(S) in die Ellipse

2mis 21 is

Z,=by+3lbe L +be L |,

sofern z(S) eine hinreichend glatte Kurve ist. Wegen |z'(s)| =1 ist die Lange L /2mnk

die Normalenvektoren jetzt unabhangig von dem Kurvenpunkt, an dem sie angetragen
werden.
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B.lllyctep
[TPEOBPA3OBAHUE 3AMKHYTOM KPUBOM B DJIJIUIIC

B cratbe [3] moka3piBaeTcs, Kak 4epe3 MoCiIeI0BaTeIbHOE MPUMEHEHUE KOHEUHOU
MOCJIEIOBATENBHOCTH “KOHCTPYKLMHU MapajuieIorpaMm’ MPOU3BOJIBHBIII MHOTOYTOJIb-
HUK TEPEBOAMUTCSA B apUHHO-PEryIIpHBIA. MeToa perynsipusaii MHOTOYTOJIbHUKA
NEPEHOCUTCS Ha KJIACC JI0CTATOYHO TJIAJKUX 3aMKHYTBIX KPUBBIX KOMIUIEKCHOM IIOC-
KOCTH.



