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О ГРУППАХ ДВИЖЕНИЙ  

ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ С КРУЧЕНИЕМ 
 

Пусть   ,nn MA  – пространство аффинной связности, Т – тензорное по-

ле кручения. Рассмотрим матрицы iiTT ii   ,,  в координатной 

окрестности U с системой координат  nixi ,...,2,1 . Если   0xTrank i
 

Uxr  0,02 , для некоторого индекса i, то   1322dim 2  rnrnG  , 

где G – группа аффинных движений пространства nA . 

 

При изучении групп движений пространств аффинной связности с ненуле-
вым тензорным полем кручения И. П. Егоров доказал, что размерность полных 

групп движений этих пространств не больше, чем 622  nn . Эта граница явля-

ется точной. Примером пространства nA , допускающего группу движений раз-

мерности 622  nn , является пространство R n , на котором линейная связность 

 задана компонентами 
2

1
,

2

1 1
32

1
23  , другие 0i

jk [1]. 

Тензорное поле кручения Т порождает n матриц  naT a ,..,2,1  порядка 

1n , элементами которых являются составляющие вида aaT a  ,, . Для 

приведенного примера 0aT  при 1a , а  
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Пусть   ,nn MA  – вещественное пространство с линейной связностью , 

nMx 0  и  ixU ,  – некоторая карта на nM , причем Ux 0 . Пусть i
jkT - компо-

ненты тензорного поля Т кручения связности . Рассмотрим матрицы 

       anaxTxT aa   ,;,...,2,100  

порядка 1n . Так как aa TT   , то матрицы  0xT a  – кососимметрические, по-

этому ранги этих матриц будут четными. Предположим, что ранг   0xT a  неко-

торой матрицы  0xT a
 равен r2  и отличен от нуля. Выясним, какой может быть 

размерность группы движений этого пространства. 

Положим для определенности, что    020
1  кxT . Перейдем в окрестно-

сти U  к новой системе координат по формулам: 
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  nxaxxx ,...,3,2,,11  


 . 

Пусть  0xT i
jk  – компоненты тензорного поля Т в точке 0x  относительно но-

вой системы координат. Тогда 

      



  bbxTxT 0

1
0

1 ,  (1) 

где 
b  – элементы матрицы В, обратной матрице   aA . Будем считать, что 

верхний индекс означает номер строки, нижний – номер столбца. Формулы (1) в 
матричной форме могут быть записаны так: 

     BxTBxT t
0

1
0

1  .  (2) 

Существует матрица В такая, что матрица  0
1 xT  будет иметь вид [2]: 
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где 



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






01

10
tJ  для любого rt ,...,2,1 . В дальнейшем будем полагать, что кар-

та  ixU ,  выбрана так, что матрица  0
1 xT  имеет вид (3). 

Пусть i
iX   – произвольное инфинитезимальное аффинное преобразова-

ние пространства nA . Тогда производная Ли вдоль этого векторного поля от 

связности  равна нулю: 

  0XL .  (4) 

Верно и обратное: если векторное поле Х на nM  удовлетворяет условию (4), 

то Х – инфинитезимальное аффинное преобразование пространства nA . Из (4) 

следует также 

  0ТLX .  (5) 

В карте  ixU ,  уравнение (5) равносильно системе 

   0 m
s

s
m

i
jk

i
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m TT .  (6) 

Рассмотрим расслоение линейных пространств  nML  над nM . Соответ-

ствие, которое каждому инфинитезимальному аффинному преобразованию Х из 

алгебры Ли  Gg  группы движений G пространства nA  сопоставляет значение 

полного лифта 
    nxx

MLTX
00

0
   в точке 0x  над 0x , является инъективным [3]. 

Выражение вектора  0

0x
X   имеет вид: 
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Учитывая систему (6), имеем, что координаты вектора  0

0x
X   удовлетворяют 

системе линейных однородных уравнений: 

   0 m
s

s
m

i
jk

i
jkm

m XAAx ,  (7) 

где          0000 , xTxTxTAxTA s
jk

i
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jkm  . 

Из инъективности отображения  0

0x
XX   следует, что  Ggdim  не больше 

размерности пространства решений системы (7). Рассмотрим матрицу А с эле-

ментами  s
m

i
jkA  и пусть  A  – ее ранг. Если   lA  , то   lnnGg  2dim . 

Перейдем к исследованию вопроса о размерности группы движений пространст-

ва nA , тензорное поле кручения Т которого в точке 0x  удовлетворяет условию (3): 

             1,...,1,1 0
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В дальнейшем черточки над Т будем опускать. 
Положим, что переменные a и b принимают значения 2,3,…,n;  переменные 

p,s,t – значения 1,2,…,r; переменные tt ji , - значения nt ,...,22  . Cоставим матри-

цу В из коэффициентов при неизвестных 122
1 ,, t

j
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XXX  в уравнениях 
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системы (7). Из определения  s
m
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Из равенства (3) следует, что 01
22 tpT . Пусть pjt 2 , тогда 122  tp . Отсю-

да 2212  tp , поэтому из (3) следует, что 01
122 ptT . Значит,  02

1
122 

tj
tppA . 

Аналогично из (3) следует, что   1
1221212

1
122   pt

j
p

j
tpp TA tt . Если 12  pjt , то 

1212  tp . Отсюда 1212  pt , поэтому 01
122 ppT . Следовательно, 

  012
1

122 
tj
tppA . 

Далее,   1
122

2
2

1
122   ps

s
p

s
spp TA . Отсюда, учитывая равенство (3), имеем 

  s
p

s
sppA 

2
2

1
122 . 

Пусть 1 tq . Рассмотрим коэффициенты: 
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Из условия 1 tq  имеем 3212  tq , поэтому 01
122 qtT . Тогда 

  1
2122

1
12 ti

j
q

j
tqi q

tt

q
TA   . Так как 12  qiq , то 32  tiq , значит, 01

2 tiq
T . Отсю-

да   02
1

12 
t

q

j
tqiA . Аналогично доказывается, что остальные коэффициенты так-

же равны нулю. 
Из полученных результатов следует, что матрица В имеет вид: 
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где mE  – единичная матрица порядка m. Отсюда    3221  rnrnB . Та-

ким образом, имеет место 

Теорема. Если ранг некоторой из матриц  niT i ,..,2,1 , составленной из 

компонент тензора кручения связности , имеет в точке 0x  ранг r2 , то раз-

мерность группы движений пространства   ,nn MA  не больше, чем 

   13222  rnrn . 

Указанная в теореме граница точная. Рассмотрим пространство R n , на кото-

ром задана линейная связность  следующими компонентами: 

  rttttt ,..,2,1
2

11
212

1
122   , 

другие компоненты связности  равны нулю. Группа G аффинных преобразова-
ний этого пространства является подгруппой обычной аффинной группы и имеет 

размерность   13222  rnrn . При 1r  имеем 62dim 2  nnG . 
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ON THE SPACE MOTIONS GROUPS OF AFFINE CONNECTION WITH TORSION 
 

Let   ,nn MA  be a space of affine connection, T be a torsion field of . We 

consider matrix iiTT ii   ,,  in coordinate neighborhood U with coordinate 

system  nixi ,...,2,1 . If   0xTrank i Uxr  0,02 , for some index i, then 

  1322dim 2  rnrnG  , where G is the group of affine motions of nA . 


