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К геометрии субримановых многообразий,  

канонической четверть-симметрической связностью 
 

В настоящей статье под субримановым многообра-
зием контактного типа понимается риманово многооб-
разие, оснащенное регулярным распределением кораз-
мерности один и ортогональным этому распределению 
единичным векторным полем, называемым структур-
ным векторным полем. На субримановом многообразии 
контактного типа определяется четверть-симметриче-
ская связность, ассоциируемая с эндоморфизмом, со-
храняющим распределение субриманова многообразия. 
Доказывается, что в случае метричности изучаемой 
связности ассоциируемый с ней эндоморфизм опреде-
лен однозначно. Находится строение ассоциируемого 
эндоморфизма. В случае, когда структурное векторное 
поле представляет собой поле инфинитезимальных изо-
метрий, четверть-симметрическая связность получает 
название канонической N-связности. Находится выра-
жение тензора кривизны канонической N-связности че-
рез тензор кривизны Римана. Исследуются свойства 
тензора кривизны Схоутена, обеспечивающие, в част-
ности, необходимые симметрии тензора кривизны  
N-связности для корректного определения ее секцион-
ной кривизны. Найдена связь секционной кривизны ка-
нонической N-связности и секционной кривизны связ-
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ности Леви-Чивиты. Находятся необходимые и доста-
точные условия для совпадения секционной кривизны 
N-связности и секционной кривизны связности Леви-Чи-
виты. 

 
Ключевые слова: субримановы многообразия контактного типа, 

четверть-симметрическая связность, секционная кривизна, тензор 
Схоутена 

 
Введение 

 
Изучению почти контактных метрических многообразий, 

оснащенных четверть-симметрической и, в частности, полу-
метрической связностью, посвящено большое количество ра-
бот [8—10; 14; 15]. Э. Картан [11] первым рассмотрел линей-
ную метрическую связность с кручением вместо связности 
Леви-Чивиты. Среди метрических связностей с кручением наи-
большее внимание ученых привлекает полусимметрическая 
связность, систематическое исследование которой проведено 
К. Яно в работе [14]. Четверть-симметрическая связность оп-
ределена в 1975 г. С. Голабом [13]. Большое количество работ 
посвящено как метрическим, так и не метрическим связностям 
с кручением, заданным на многообразиях с почти контактной 
метрической структурой. 

В настоящей работе на субримановом многообразии рас-
сматривается четверть-симметрическая связность ܦ, ассоци-
ируемая с тройкой ሺ, ,ܥ ܵሻ, где  — внутренняя метрическая 
связность, а ܥ, ܵ — эндоморфизмы распределения ܦ. Причем 
эндоморфизм ܥ задается равенствами 

,ሺܺܥ ܻሻ ൌ
ଵ

ଶ
ሺܮకሬԦ݃ሻሺܺ, ܻሻ, ݃ሺܺܥ, ܻሻ ൌ ,ሺܺܥ ܻሻ, 

а ܵ — произвольный эндоморфизм. Одной из задач настоящей 
статьи является определение такого эндоморфизма ܵ, для ко-
торого ܦ — метрическая связность. Если при этом 
ሺܮకሬԦ݃ሻሺܺ, ܻሻ ൌ 0, то метрическая четверть-симметрическая связ-
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ность ܦ получает название канонической N-связности. Реша-
ется задача сравнения секционной кривизны канонической  
N-связности и секционной кривизны связности Леви-Чивиты. 
Находятся необходимые и достаточные условия для совпаде-
ния секционной кривизны N-связности и секционной кривиз-
ны связности Леви-Чивиты. 

 
Основные результаты 

 
Пусть ܯ — риманово многообразие нечетной размерности 

݊ ൌ 2݉  1 с заданной на нем субримановой структурой 
ሺߦԦ, ,ߟ ݃, -ሻ контактного типа, где ݃ — метрический тензор, заܦ
данный на многообразии ߟ ,ܯ и ߦԦ 1-форма и единичное век-
торное поле, порождающие, соответственно, ортогональные 
между собой распределения ܦ и ୄܦ. Потребуем, чтобы 
߱൫ߦԦ,∙൯ ൌ Ԧ,∙൯ߦ൫ߟ݀ ൌ ሺ߱ሻ݇ݎ ,0  2. Будем называть в дальней-
шем ܯ субримановым многообразием.  

Внутренней линейной связностью [3]  на субримановом 
многообразии называется отображение : Γሺܦሻ ൈ Γሺܦሻ → Γሺܦሻ, 
удовлетворяющее следующим условиям: 

భାమൌ (1 ଵ݂  ଶ݂, 

݂ܻ (2 ൌ ሺ݂ܺሻܻ   ,ܻ݂

ሺܻ (3  ܼሻ ൌ ܻ   ,ܼ

где ΓሺDሻ — модуль допустимых векторных полей (векторных 
полей, в каждой точке принадлежащих распределению ܦ).  

На протяжении всей статьи мы активно используем адап-
тированные координаты. Карту ݇൫ݔ൯		ሺ݅, ݆, ݇ ൌ 1,… , ݊; 	ܽ, ܾ, 
ܿ ൌ 1, … , 2݉ሻ многообразия ܯ будем называть адаптированной 
к распределению ܦ, если ∂୬ൌ :ܲ Ԧ. Пустьߦ ܯܶ →  ,проектор — ܦ
определяемый разложением ܶܯ ൌ -ሻ — адапݔи ݇ሺ ,ୄܦ⨁ܦ
тированная карта. Векторные поля ܲሺ߲ሻ ൌ Ԧ݁ ൌ ߲ െ Γ߲ ли-
нейно независимы в каждой точке и в области определения соот-
ветствующей карты порождают распределение ܦ :ܦ ൌ ሺ݊ܽݏ Ԧ݁ሻ. 
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Адаптированные координаты играют роль «голономных» 
координат для неинволютивного распределения. Имеет место 
равенство ሾ Ԧ݁, Ԧ݁ሿ ൌ 2߱. Отсюда, в частности, вытекает важ-
ное для дальнейшего утверждение: условие ݀ߟ൫ߦԦ,∙൯ ൌ 0 экви-
валентно справедливости равенства ߲Γ ൌ 0. 

Кручением и кривизной внутренней связности назовем, 
соответственно, допустимые тензорные поля: 

ܵሺܺ, ܻሻ ൌ ܻ െ ܺ െ ܲሾܺ, ܻሿ,  

ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ ܼ െ ܼ െ ሾ,ሿܼ െ ܲሾܳሾܺ, ܻሿ, ܼሿ, 

где ܳ ൌ ܫ െ ܲ,ܺ, ܻ, ܼ ∈ Γሺܦሻ.  
Тензор ܴሺܺ, ܻሻܼ носит название тензора кривизны Схоуте-

на субриманова многообразия. Компоненты тензора кривизны 
Схоутена в адаптированных координатах определяются равен-
ством 

ܴ
ௗ ൌ 2 Ԧ݁ሾΓሿ

ௗ  2Γሾ||
ௗ Γሿ

 . 

Имеет место  
Предложение 1. На субримановом многообразии сущест-

вует единственная связность ߘ с нулевым кручением, такая, 
что 

,݃ሺܻ ܼሻ ൌ 0, ܺ, ܻ, ܼ ∈ Γሺܦሻ. 

Назовем связность  внутренней метрической связностью. 
Коэффициенты внутренней метрической связности находятся 
по формулам 

Γ
 ൌ

ଵ

ଶ
݃ௗሺ Ԧ݁݃ௗ  Ԧ݁݃ௗ െ Ԧ݁ௗ݃ሻ. 

Далее пусть ෩ — связность Леви-Чивиты. 
Предложение 2. Коэффициенты ߁෨

 связности Леви-Чиви-

ты ߘ෨субриманова многообразия в адаптированных координа-
тах имеют вид 

Γ෨
 ൌ Γ

 , Γ෨
 ൌ ߱ െ  		,ܥ
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	Γ෨ ൌ Γ෨ ൌ ܥ  ߰,		 

	Γ෨ ൌ െ߲Γ, Γ෨ ൌ ߲݃Γ
, 

где  

Γ
 ൌ

ଵ

ଶ
݃ௗሺ Ԧ݁݃ௗ  Ԧ݁݃ௗ െ Ԧ݁ௗ݃ሻ, 

߰ ൌ ݃߱,  

ܥ ൌ
ଵ

ଶ
߲݃, ܥ ൌ ݃ܥ. 

Здесь эндоморфизм ߰: ܯܶ → -определяется из равен ܯܶ
ства ߱ሺܺ, ܻሻ ൌ ݃ሺ߰ܺ, ܻሻ. Выполняются также следующие со-
отношения: ܥሺܺ, ܻሻ ൌ

ଵ

ଶ
ሺܮకሬԦ݃ሻሺܺ, ܻሻ,݃ሺܺܥ, ܻሻ ൌ ,ሺܺܥ ܻሻ. Коэф-

фициенты Γ෨
  примут более простой вид, если потребовать, 

чтобы ݀ߟ൫ߦԦ, ܺ൯ ൌ 0. В этом случае  

Γ෨ ൌ െ߲Γ ൌ 0   и   Γ෨ ൌ ߲݃Γ
 ൌ 0. 

Внутренняя связность обеспечивает параллельный перенос 
допустимых векторов вдоль допустимых кривых. В то же вре-
мя для решения ряда проблем возникает необходимость рас-
ширения внутренней связности до связности на всем многооб-
разии. Иногда достаточно промежуточной конструкции — 
связности в векторном расслоении ሺܯ, ,ߨ -ሻ. Существуют разܦ
ные способы продолжения внутренней связности. В ряде ста-
тей [1; 2; 4—6] обсуждается так называемая N-связность ே. 
На почти субримановом многообразии ܯ N-связность ே 
определяемую парой ሺ, ܰሻ, где  — внутренняя метрическая 
связность, ܰ: ܯܶ → -эндоморфизм касательного рассло — ܯܶ
ения многообразия ܯ такой, что ܰߦԦ ൌ 0ሬԦ, ܰሺܦሻ ⊂ -В насто .ܦ
ящей статье мы выделяем четверть-симметрические N-связ-
ности.  

Определим четверть-симметрическую связность ܦ на суб-
римановом многообразии с помощью следующего равенства: 

ܻܦ ൌ ෩ܻ  ,ሺܺܥ ܻሻߦԦ െ ሺܺሻܻ߰ߟ െ ܥሺܻሻሺߟ  ߰ െ ܵሻܺ. 
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Имеет место  
Предложение 3. Ненулевые коэффициенты ܩ

  связности 

- субриманова многообразия в адаптированных координаܦ
тах имеют вид 

ܩ
 ൌ Γ෨

 , ܩ
 ൌ ߱,			ܩ ൌ ܵ, ܩ ൌ  .ܥ

Из определения четверть-симметрической связности ܦ 
следует, что участвующий в ее определении эндоморфизм ܵ 
определен произвольным образом. Сформулированная ниже 
теорема утверждает, что эндоморфизм ܵ будет определен од-
нозначно, если потребовать от связности ܦ свойство метрич-
ности.  

Теорема 1. Заданная на субримановом многообразии чет-
верть-симметрическая связность ܦ будет метрической то-
гда и только тогда, когда ܵ ൌ ߰. 

Используя предложение 1, непосредственно убеждаемся в 
том, что ܦ݃ ൌ 0 и ܦ݃ ൌ 0. Найдем условия, при кото-
рых ܦ݃ ൌ 0. Имеем: 

݃ܦ ൌ െܩ ݃ െ ܩ
 ൌ െܵ݃ െ ߱ ൌ 0. 

Отсюда и из равенства ߰ ൌ ݃߱ следует, что теорема 
справедлива. 

Из доказанной теоремы следует, что связность, определяе-
мая посредством следующего равенства: 

ܻܦ ൌ ෩ܻ  ,ሺܺܥ ܻሻߦԦ െ ሺܺሻܻ߰ߟ െ  ,ܺܥሺܻሻߟ

является метрической четверть-симметрической связностью. 
К введению четверть-симметрической связность ܦ можно 

подойти следующим образом. 
Теорема 2. Пусть на субримановом многообразии ܯ опре-

делена пара ሺߘ, ܰሻ, где ߘ — внутренняя метрическая связ-
ность, ܰ: ܯܶ →  эндоморфизм касательного расслоения — ܯܶ
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многообразия ܯ такой, что ܰߦԦ ൌ 0ሬԦ, ܰሺܦሻ ⊂ -Тогда на мно .ܦ
гообразии ܯ существует, причем единственная, связность ܦ 
такая, что: 

Ԧߦܦ (1 ൌ ܰܺ, 

2) ሺܦߟሻሺܻሻ ൌ ߱ሺܺ, ܻሻ, 

3) ܵሺܺ, ܻሻ ൌ ሺܻሻܰܺߟ െ  ,ሺܺሻܻܰߟ

4) ܲሺܦܻሻ ൌ  .ܻ

Здесь ܵሺܺ, ܻሻ — тензор кручения связности ܦ. В последнем 
равенстве ܺ, ܻ ∈ Γሺܦሻ, во всех остальных случаях ܺ, ܻ ∈ Γሺܶܯሻ. 

Доказательство. Предположим, что связность ܦ суще-
ствует, найдем ее компоненты ܩ

  в адаптированных коорди-
натах. После некоторых вычислений получаем следующие 
ненулевые компоненты: 

ܩ
 ൌ Γ

 ܩ   ,
 ൌ ߱,   ܩ

 ൌ ܰ
. 

Обратным образом можно убедиться в том, что связность с 
обозначенными выше компонентами удовлетворяет требова-
ниям, предъявляемым к связности ܦ. 

Легко убедиться в том, что четверть-симметрическая N-связ-
ность выражается через связность Леви-Чивиты следующим 
образом: 

ܻܦ ൌ ෩ܻ  ,ሺܺܥ ܻሻߦԦ െ ܥሺܻሻሺߟ  ߰ െ ܰሻܺ െ ܥሺܺሻሺߟ  ߰ሻܻ. 

Метрическую четверть-симметрическую N-связность, удо-
влетворяющую требованиям теоремы 2, будем называть кано-
нической связностью, и предполагать, что до конца статьи вы-

полняется условие ቀܮకሬԦ݃ቁ ሺܺ, ܻሻ ൌ 0. Если ܦ — каноническая 

связность, то 

ܻܦ ൌ ෩ܻ െ  .ሺܺሻܻ߰ߟ
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В работе П. Н. Клепикова, Е. Д. Родионова и О. П. Хромо-
вой «О секционной кривизне связностей с векторным круче-
нием» [7] решается задача о связи секционной кривизны полу-
симметрической связности и секционной кривизны связности 
Леви-Чивиты. Авторами построена математическая модель, 
позволяющая вычислять секционную кривизну метрической 
связности с векторным кручением через секционную кривизну 
связности Леви-Чивиты в случае локально однородных (псев-
до)римановых многообразий. 

В своем исследовании мы рассматриваем схожие задачи 
применительно к субримановым многообразиям с четверть-
симметрической связностью. 

Предложение 4. Пусть ෨ܴሺܺ, ܻሻܼ и ܭሺܺ, ܻሻܼ — тензоры 
кривизны связностей ߘ෨ܻ и ܦܻ соответственно. Тогда вы-
полняются следующие соотношения: 

෨ܴሺܺ, ܻ, ܼ, ܷሻ ൌ ,ሺܺܭ ܻ, ܼ, ܷሻ  2߱ሺܺ, ܻሻ߱ሺܼ, ܷሻ, 

ܺ, ܻ, ܼ, ܷ ∈ Γሺܦሻ; 
෨ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ ,ሺܺܭ ܻሻܼ  2߱ሺܺ, ܻሻܼ߰,  ܺ, ܻ, ܼ ∈ Γሺܦሻ. 

Известно, что в адаптированных координатах ቀܮకሬԦ݃ቁ
ൌ	

ൌ ߲݃, ሺܮకሬԦ݃ሻ ൌ 0. Таким образом, до конца статьи мы по-

лагаем, что ߲݃ ൌ 0. 
Покажем, что при сделанных предположениях тензор кри-

визны Схоутена обладает теми же свойствами симметрии, что 
и тензор кривизны Римана, позволяющими применить к тен-
зору Схоутена процедуру разложения на неприводимые ком-
поненты. Как известно, тензор кривизны Схоутена 

ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ ܼ െ ܼ െ ሾ,ሿܼ െ ܲሾܳሾܺ, ܻሿ, ܼሿ,  

ܺ, ܻ, ܼ ∈ Γሺܦሻ 

в адаптированных координатах имеет вид 

ܴ
ௗ ൌ 2 Ԧ݁ሾΓሿ

ௗ  2Γሾ||
ௗ Γሿ

 . 
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Условие ߲݃ ൌ 0 влечет равенство ߲Γ
 ൌ 0. В этом 

случае 

ܴ
ௗ ൌ 2߲ሾΓሿ

ௗ  2Γሾ||
ௗ Γሿ

 . 

Тензор кривизны Схоутена возникает в результате альтер-
нирования вторых ковариантных производных: 

ݒሿሾ2 ൌ ܴ
 ݒ  4߲߱ݒ. 

Как мы видим, координатное представление тензора Схо-
утена идентично координатному представлению тензора кри-
визны Римана. Это позволяет быть уверенным в том, что к 
тензору Схоутена применима теорема о разложении тензора 
кривизны на неприводимые компоненты. Тем не менее сфор-
мулируем и докажем следующую теорему.  

Теорема 3. Тензор кривизны ܴሺܺ, ܻሻܼ Схоутена удовле-
творяет следующим тождествам: 

ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ െܴሺܻ, ܺሻܼ, 

ܴሺܺ, ܻሻܼ  ܴሺܼ, ܺሻܻ  ܴሺܻ, ܼሻܺ ൌ 0, 

݃ሺܴሺܺ, ܻሻܼ, ܷሻ ൌ െ݃ሺܴሺܺ, ܻሻܷ, ܼሻ, 

݃ሺܴሺܺ, ܻሻܼ, ܷሻ ൌ ݃ሺܴሺܼ, ܷሻܺ, ܻሻ. 

Доказательство. Из условия ݀ߟ൫ߦԦ,∙൯ ൌ 0 следует, что для 
доказательства указанных тождеств можно ограничиться та-
кими векторными полями ܺ, ܻ, ܼ ∈ Γሺܦሻ, скобки Ли которых 
принадлежат распределению ୄܦ. Будем полагать, что ܺ ൌ	
ൌ Ԧ݁, 		ܻ ൌ Ԧ݁, ܼ ൌ Ԧ݁. 

Для таких полей будем иметь  

ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ ܼ െ ܻ   ,ܼ െ ܺ ൌ 0. 

В этом случае первые два тождества выполняются очевид-
ным образом, четвертое тождество является алгебраическим 
следствием первых трех. Докажем третье тождество, которое 
имеет место тогда и только тогда, когда 

݃ሺܴሺܺ, ܻሻܼ, ܼሻ ൌ 0.  
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Из равенства 

ܺ݃ሺܻ, ܼሻ െ ݃ሺܻ, ܼሻ െ ݃ሺܻ, ܼሻ ൌ 0 

следует, что 

ܺ݃ሺܼ, ܼሻ െ ݃ሺܼ, ܼሻ െ ݃ሺܼ, ܼሻ ൌ 0. 

Используя равенство 

݃ሺܼ, ܼሻ ൌ
ଵ

ଶ
ܻ݃ሺܼ, ܼሻ, 

получаем 

݃ሺܴሺܺ, ܻሻܼ, ܼሻ ൌ ݃ሺܼ, ܼሻ െ 	݃ሺܼ, ܼሻ ൌ 

ൌ
ଵ

ଶ
ሺܻܺ െ ܻܺሻ݃ሺܼ, ܼሻ ൌ ߱ ∂୬݃ሺܼ, ܼሻ ൌ 0. 

Третье тождество доказано. Тем самым теорема доказана.  
Теорема 3 может быть использована для доказательства 

того, что, как и в случае тензора кривизны Римана, тензор 
кривизны Схоутена распадается на три части, соответствую-
щие скалярной кривизне, бесследовой части тензора Риччи — 
Схоутена и тензору кривизны Вейля (при 2݉  4).  

Из теоремы 3 и равенства 

෨ܴሺܺ, ܻ, ܼ, ܷሻ ൌ ,ሺܺܭ ܻ, ܼ, ܷሻ  2߱ሺܺ, ܻሻ߱ሺܼ, ܷሻ,    

ܺ, ܻ, ܼ, ܷ ∈ Γሺܦሻ, 

следует справедливость предложения 5. 
Предложение 5. Тензор кривизны ܭሺܺ, ܻሻܼ удовлетворяет 

следующим тождествам: 

,ሺܺܭ ܻሻܼ ൌ െܭሺܻ, ܺሻܼ, 

,ሺܺܭ ܻ, ܼ, ܷሻ ൌ െܭሺܺ, ܻ, ܷ, ܼሻ, 

,ሺܺܭ ܻ, ܼ, ܷሻ ൌ ,ሺܼܭ ܷ, ܺ, ܻሻ, ܺ, ܻ, ܼ, ܷ ∈ Γሺܦሻ. 

Определим на многообразии ܯ секционную кривизну от-
носительно канонической связности в направлении линейно 
независимых векторов ܺ, ܻ ∈ Γሺܦሻ: 

,ሺܺܭ ܻሻ ൌ
ሺ,,,ሻ

ሺ,ሻሺ,ሻିሺሺ,ሻሻమ
. 
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Сравним компоненты тензоров ෨ܴሺܺ, ܻሻܼ и ܭሺܺ, ܻሻܼ в 
адаптированных координатах. Имеем: 

෨ܴ

ௗ ൌ ܭ

ௗ  2߱߰ௗ ൌ ܴ
ௗ  2߱߰ௗ,  

෨ܴ

 ൌ ܭ

 ൌ ߱ െ   ,߱
෨ܴ

 ൌ ܭ

 ൌ െ߰
. 

Используя полученные соотношения, получаем равенство 

෨ܴ ൌ ܭ 
ଶఠೌ್

మ

ೌೌ್್ିೌ್
మ . 

Теорема 4. Секционные кривизны канонической связности 
и связности Леви-Чивиты в направлении линейно независимых 
векторов ܺ, ܻ ∈ -ሻ равны тогда и только тогда, когда расܦሺ߁
пределение ܦ инволютивно. 
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In this article, a sub-Riemannian manifold of contact type is under-

stood as a Riemannian manifold equipped with a regular distribution of 
codimension-one and by a unit structure vector field orthogonal to this 
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distribution. This vector field is called a structural. On a sub-Riemannian 
manifold of contact type, a quarter-symmetric connection is defined, 
which is associated with an endomorphism that preserves the distribution 
of the sub-Riemannian manifold. It is proved that if the connection under 
study is metric, then the endomorphism associated to it is uniquely de-
fined. The structure of the associated endomorphism is found. In the case 
when the structure vector field is a field of infinitesimal isometries, the 
quarter-symmetric connection is called the canonical N-connection. An 
expression is found for the curvature tensor of the canonical N-connection 
in terms of the Riemann curvature tensor. The properties of the Schouten 
curvature tensor are investigated, which provide, in particular, the neces-
sary symmetries of the curvature tensor of an N-connection for its sec-
tional curvature to be well-defined. A relation between the sectional cur-
vature of the canonical N-connection and the sectional curvature of the 
Levi-Civita connection is found. Necessary and sufficient conditions are 
found under which the sectional curvature of the N-connection and the 
sectional curvature of the Levi-Civita connection coincide. 

 
Keywords: sub-Riemannian manifolds of contact type, quarter-sym-

metric connection, sectional curvature, Schouten tensor 
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