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КОВАРИАНТНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ОСНАЩАЮЩЕГО 
КВАЗИТЕНЗОРА НА ГРАССМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ 

 
Продолжено изучение групповой связности в расслоении,ассоциированном с мно-

гообразием Грассмана.Оказывается, что объект групповой связности содержит един-
ственные простой и простейший геометрические подобъекты. Рассмотрено оснащение 
Бортолотти, задаваемое полем квазитензора на грассмановом многообразии. Найдены 
ковариантный дифференциал и ковариантные производные оснащающего квазитензора 
относительно групповой связности. Доказано, что ковариантные производные образу-
ют тензор. При внешнем дифференцировании ковариантного дифференциала введен 
тензор неабсолютных перенесений. 

 
Отнесем проективное пространство Pn к подвижному реперу {A,AI}, 

деривационные формулы которого имеют вид: 

 dA = θA+ωIAI, dAI =θAI +ω I
J AJ +ωIA, (1) 

где базисные формы ωI, ω I
J , ωI проективной группы GP(n) , действующей в 

пространстве Pn, удовлетворяют структурным уравнениям 

 DωI= ωJ∧ω J
I , DωI =ω I

J ∧ωJ (I,J,K=1,n ),  
 Dω J

I =ω J
K∧ωK

I +ωJ∧ωI+δ J
I ωK∧ωK. (2) 

Рассмотрим в пространстве Pn многообразие Грассмана V=Gr(m,n) m- 
мерных плоскостей Lm. Поместим вершины A, Aa на плоскость Lm 

(a,b,c,d=1,m ; α,β,γ,µ,η= m n+1, ). Из формул (1) получаем уравнения стаци-
онарности плоскости Lm: ωα=0, ω a

α =0.Следовательно, ωα, ω a
α являются 

главными формами, а остальные формы ωa, ω b
a , ωa, ωα

a , ωβ
α , ωα -

вторичными. Над многообразием Грассмана V есть главное расслоение 
H(V), типовым слоем которого служит подгруппа стационарности 
H⊂GP(n) плоскости Lm. Зададим групповую связность в главном расслое-
нии H(V) способом Лаптева [1]. Формы связности имеют вид: 

 ω~ a=ωa-L α
a ωα-Г α

abω b
α , ω~ b

a =ω b
a -L b

a
α ω

α-Г b
ac
α ω с

α , 
 ω~ a=ωa-Гaαωα-П a

b
α ω b

α , ω~ α
a =ωα

a -Гαβ
a ωβ-П αβ

ab ω b
β ,  (3) 

 ω~ β
α =ωβ

α -Lβγ
α ωγ-Г βγ

αa ω a
γ , ω~ α=ωα-Lαβωβ-Gαβ

a ω a
β , 

причем компоненты объекта связности Г={Lα
a , Г α

ab , L b
a
α , Г b

ac
α , Гaα, П a

b
α , 

Г a
αβ  П αβ

ab , L α
βγ , Г βγ

αa , L αβ , Gαβ
a } удовлетворяют дифференциальным сравне-

ниям [2]: 
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∆Lα
a -L b

a
α ω

b + Г α
abωb+ωα

a ≡0, ∆Гα
ab +(δ c

b Lα
a -Г с

ab
α )ωс≡0, 

∆L b
a
α +(δ c

a Гbα+δ b
a Гсα)ωc +(-δ b

c L α
a -δ b

a Lα
c +Г b

ac
α )ωс-δ b

a ωα ≡0, 
∆Г b

ac
α +(δ a

d П b
c
α +δ b

a П c
dα+δ c

d L ,0)ГГ() ac
bd

dca
b

acd
b

da
b ≡ωδ+ωδ+δ−ω αααα  

∆Гaα+(П a
b
α +L ,0) b

b
a ≡ωα  ∆ ,0ГГП b

ac
cb
a

b
a

b
a ≡ωδ+ω+ω+ αααα  

∆Гαβ
a + ,0L)LL(ПП aba

b
a
bb

aba ≡ω−ωδ−δ+ω+ω αβγβ
γ
α

γ
αβαβαβ   (4) 

∆Пαβ
ab +(δ c

b Гαβ
a +δ c

a Gαβ
b ) ,0Г)ГГ( abcab

c
ba

с
с ≡ω−ωδ−δ+ω αβγβ

γ
α

γ
αβ  

∆L βγ
α +δβ

α
γωГa

a +(Г aα
βγ -δβ

α L γ
a ) ,0)(a ≡ωδ+ωδ−ω β

α
γγ

α
β  

,0Г)ПL(Г a
c

сaba
b

a
b

a ≡ωδ−ωδ−ωδ+δ+∆ β
α
γγ

α
βγ

α
β

α
βγ

α
βγ  

,0LГ)ГG(L a
aa

aa ≡ω+ω−ω++∆ γ
γ
αβαβαβαβαβ  

,0ГППLG aca
сb

baaa ≡ω+ω−ω+ω+∆ γ
γ
αβαβαβαβαβ  

где оператор ∆ действует следующим образом: 

 ,ГГГГdГГ a
d

dc
b

d
b

ac
d

ac
b

c
d

ad
b

ac
b

ac
b ω+ω−ω−ω+=∆ αα

β
αβααα  

а символ ≡ означает сравнение по модулю базисных форм ωα, ω a
α . 

Теорема 1. Объект групповой связности Г содержит единственные 
простейший и простой [3] геометрические подобъекты Г1={L a

α , 
,Г,L,Г ac

b
a
b

ab
ααα  Г }П, b

aa αα , Г2={Г1, Lα
βγ , }.Г aα

βγ  
Определение 1. Подобъект Г3={L }Г, aα

βγ
α
βγ объекта связности Г, допол-

няющий простейший подобъект Г1 до простого подобъекта Г2 и не явля-
ющийся геометрическим объектом, назовем объектом псевдосвязности. 

Формы групповой связности (3) подчиняются структурным уравнениям 

D a
b

ba ~~~ ω∧ω=ω ,RRR cb
abc

b
aba βα

αβ
βα

αβ
βα

αβ ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+  
D a

c
c
b

a
b

~~~ ω∧ω=ω + +ω∧ω+ω∧ωδ+ω∧ω βα
αβ

a
b

c
c

a
b

a
b R~~~~ ,RR dc

acd
bc

ac
b

βα
αβ

βα
αβ ω∧ω+ω∧ω  

,RRR~~~~~~~D cb
abc

b
abaaaa

b
ba γβ

αβγ
γβ

αβγ
γβ

αβγαβ
β
ααα ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω=ω  

,RRR~~~~~D ba
ab

a
aa

a
µγα

βγµ
µγα

βγµ
µγα

βγµ
α
β

α
γ

γ
β

α
β ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ωδ+ω∧ω=ω   (5) 

,KKR~~~~~D ba
ab

a
a

a
a γβ

αβγ
γβ

αβγ
γβ

αβγβ
β
ααα ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω=ω  

,R,R,R,R,K,K,R,R,R,R,R,R,R{Rгде abcababc
a

b
aa

acd
b

ac
b

a
b

abcaba α
βγµαβγαβγαβγαβαβαβαβαβαβαβαβαβ=

}K,K,R,R,R abaaba
αβγαβγαβγ

α
βγµ

α
βγµ  – объект кривизны групповой связности, ком-

поненты которого выражаютcя [4] через объект связности Г и пфаффовы 
производные его компонент. 

Произведем оснащение Бортолотти многообразия Грассмана, которое 
состоит в присоединении к каждой m-мерной плоскости Lm (n-m-1)-
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мерной плоскости. Pn-m-1, не имеющей общих точек с плоскостью Lm. 
Определим плоскость Pn-m-1 совокупностью точек Bα=Aα+λ .AAa

a
αα λ+  

Находя дифференциалы точек Bα и учитывая относительную инвариант-
ность плоскости Lm, получим дифференциальные уравнения компонент 
оснащающего объекта },{ a

αα λλ=λ  

 
.d

,d

a
a

a
a

b
abaaaaa

b
ba

β
αβ

β
αβαα

β
αβα

β
αβ

β
αβαα

β
αβαα

ωΛ+ωλ=ω+ωλ+ωλ−λ

ωλ+ωλ=ω+ωλ+ωλ−ωλ+λ
 (6) 

В работе [2] построен первый охват объекта связности Г с помощью 
объекта λ. Внося в уравнения (6) формы связности (3), найдем выражения 
компонент ковариантного дифференциала объекта λ относительно групповой 
связности, задаваемой объектом Г, через ковариантные производные 

 ,, a
a

b
abaa β

αβ
β

αβα
β

αβ
β

αβα ωλ∇+ωλ∇=λ∇ωλ∇+ωλ∇=λ∇  

где компоненты ковариантного дифференциала имеют вид: 

 ,~~~~d aaaa
b

baa
αα

β
αβααα ω+ωλ+ωλ−ωλ+λ=λ∇ ,~~~d a

a
αα

β
αβαα ω+ωλ+ωλ−λ=λ∇  (7) 

а ковариантные производные выражаются по формулам 

 ,ГLLL aaaa
b

baa
αββα

γ
αβγβααβαβ −λ−λ+λ−λ=λ∇   

 ,ПГLГ ababbaab
с

cabab
αββα

γ
αβγβααβαβ −λ−λ+λ−λ=λ∇   (8) 

 ,LГL a
a

αββα
γ
αβγαβαβ −λ+λ−λ=λ∇  aa

b
baaa GПL αββα

γ
αβγαβαβ −λ−λ+Λ=λ∇ . 

Теорема 2. Ковариантные производные (8) оснащающего квазитензо-
ра λ в групповой связности Г образуют тензор. 

Доказательство. Продолжая дифференциальные уравнения (6) с по-
мощью структурных уравнений (2), получим 

 ,0aaa
b

aba ≡ωλ+ωλ+ωλ+ωλ+λ∆ βααβαβαβαβ  
 ,0ababbabaab ≡ωλ+ωΛ+ωλ+ωλ+λ∆ βααβαβαβαβ  
 ,0)( a

aa ≡ωλ−ωλ−ωλ+Λ+λ∆ βααβαβαβαβ  
 .0aa

b
baaa ≡ωλ+ωλ+ωλ+ωλ+∆Λ αββααβαβαβ  

Используя уравнения (4), найдем дифференциальные сравнения для кова-
риантных производных (8) 

 
.0,0)(

,0,0

b
baaa

a
aa

baabab
b

abaa

≡ωλ∇+ωλ∇+λ∇∆≡ωλ∇+λ∇+λ∇∆

≡ωλ∇+ωλ∇+λ∇∆≡ωλ∇+ωλ∇+λ∇∆

αβαβαβαβαβαβ

αβαβαβαβαβαβ  
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С помощью структурных уравнений (2) найдем внешние дифференциа-
лы от компонент ковариантного дифференциала (7) 
 ,TTT~~~D cb

abc
b

abaaaa
b

ba γβ
αβγ

γβ
αβγ

γβ
αβγα

β
αβαα ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧λ∇+ω∧λ∇−ω∧λ∇=λ∇  

 ,SST~~D ba
ab

a
a

a
a γβ

αβγ
γβ

αβγ
γβ

αβγ
β
αβαα ω∧ω+ω∧ω+ω∧ω+ω∧λ∇−ω∧λ∇=λ∇  

где 

 ,RRRRT aaa
b

baa
βγα

µ
αβγµβγααβγαβγ λ+λ−λ+=  ,RRRT a

a
βγα

µ
αβγµαβγαβγ λ+λ−=  

 ,RRRRT abbaab
c

cabab
βγα

µ
αβγµβγααβγαβγ λ+λ−λ+=  ,KRKS a

b
baaa

βγα
µ
αβγµαβγαβγ λ+λ−=  

 ,RRRRT abcbcaabc
d

dabcabc
βγα

µ
αβγµβγααβγαβγ λ+λ−λ+=  .KRKS ab

c
cababab

βγα
µ
αβγµαβγαβγ λ+λ−=  

Определение 3. Объект Т= }S,S,Т,Т,Т,Т{ abaabcaba
αβγαβγαβγαβγαβγαβγ по аналогии с 

работой [3] назовем объектом неабсолютных перенесений. 
Теорема 3. Объект неабсолютных перенесений Т образует тензор. 
Доказательство. Учитывая дифференциальные сравнения объекта 

кривизны R, найденные в статье [4], получим сравнения 
,0a

b
ab

][
a ≡ωΤ+ωΤ+∆Τ αβγβγααβγ  ,0])TS( dac

[
b[

d
bca

d
abc ≡ωδ+δ+∆Τ βγααβγαβγ  

0)S2(2 cba
c

ab
cc

acb
][

ab ≡ωδ+Τδ+ωΤ+∆Τ αβγαβγβγααβγ  ,0)TS( a
aa

][ ≡ω++∆Τ αβγβγααβγ  

,0T2)S2T(S a
b

babaa ≡ω+ω++∆ αβγαβγαβγαβγ  ,0STS cb
[

a[
cc

cabab ] ≡ωδ+ω+∆ βγααβγαβγ  
где квадратные скобки означают альтернирование по крайним индексам в 
них, причем, если в скобках содержаться верхние и нижние индексы, то 
альтернирование производится по паре индексов. 
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Study of the group connection in stratification, associated with the Grass-

man’s manifold, was continued. It is turned out, that object of the group connec-
tion contains only simple and simplest geometric subobjects. Bortolotti’s 
equipment assigned by field of the quasitensor on the Grassman’s manifold was 
cosidered. 

Covariant differential and covariant derivatives of the equipping quasitensor 
in the group connection were found. It is proved, that covariant derivatives are 
tensor. When outward differentiating covariant differential, the tensor of nonab-
solute movings was introduced. 
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СПИНОРЫ НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 
 
Спинорное представление ортогональной группы O(n) расширено до действия пол-

ной линейной группы GL(n) на тензорном произведении пространства метрических 
тензоров и пространства спиноров. Это позволяет рассматривать спиноры в произволь-
ных реперах и в координатах. Спиноры становятся элементами расслоения, ассоцииро-
ванного к главному расслоению линейных реперов. Построение ковариантных произ-
водных и производных Ли становится чисто технической задачей. 

 
У ортогональных групп O(p,q) существуют тензорные и спинорные 

представления, причем последние не допускают расширения до представ-
ления объемлющей полной линейной группы GL(n), n=p+q. Поэтому для 
задания спиноров на римановых многообразиях вводятся поля ортогональ-
ных реперов. При переходе от одного поля ортогональных реперов к дру-
гому с помощью некоторого поля ортогональных преобразований спиноры 
преобразуются с помощью соответствующего поля спинорных преобразо-
ваний. Эта необходимость использовать только ортогональные реперы при 
рассмотрении спиноров на римановых многообразиях приводит к трудно-
стям уже при построении производной Ли спиноров. При переносе с по-
мощью точечного бесконечно малого преобразования x=x'+tξ ортогональ-
ного репера ( )e ea= α  из точки x-tξ в точку x перенесенный репер ( )~e x  пере-
стает быть ортогональным репером, следовательно, переход от этого репе-
ра ( )~e x  к реперу e(x) описывается неортогональным преобразованием. 


