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АФФИННЫЕ СВЯЗНОСТИ НА ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ 
В ПРОЕКТИВНО-МЕТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
Изучаются некоторые вопросы геометрии двух 

двойственных эквиаффинных связностей, индуцируе-
мых нормализацией регулярной гиперповерхности, по-
груженной в проективно-метрическое пространство Kn, 
n>2; при этом нормализация определена внутренним 
образом в третьей дифференциальной окрестности. 

 

Ключевые слова: проективно-метрическое про-
странство, двойственность, нормализация, пространст-
во аффинной связности, тензор Риччи, тензор Дарбу. 

 
В работе индексы принимают следующие значения: 
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1. Рассмотрим n-мерное проективное пространство Рn. Дери-
вационные формулы проективного репера }{ IR   записывают-

ся в виде ,K
K
IId    где формы Пфаффа K

I  удовлетворяют 

структурным уравнениям проективного пространства Рn [8]: 
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Известно [4], что пространством n  с проективной метри-
кой называется проективное пространство Рn, в котором зада-
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на неподвижная гиперквадрика 1nQ  (абсолют), уравнение ко-
торой в репере R записывается в виде 

 .,0 IKKI
KI

KI ggxxg   (2) 

Согласно работе [3], пространство n  ниже будем называть 
проективно-метрическим. Условием неподвижности гипер-
квадрики (2) является [3] выполнение дифференциальных 
уравнений 
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Отметим, что фундаментальной группой пространства n  яв-

ляется стационарная подгруппа абсолюта 1nQ .  

Доказано [6], что в предположении 000 g  (последнее 

равносильно тому, что )10  nQ  за счет нормировки коэф-

фициентов KIg  и вершин репера R уравнение (2) абсолюта 

1nQ  и условие (3) его неподвижности можно записать соот-
ветственно в виде: 
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где ;0,0, 00][
00  constgca

c

gg
ga IK

KI
IKIK  при этом 

форма 0
0  становится главной: 
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2. В проективно-метрическом пространстве n  рассмот-
рим гиперповерхность Vn-1, 3n , текущая точка которой не 
принадлежит абсолюту 1nQ . В репере R первого порядка 

(5)



А. В. Столяров 

 135 

 0 Vn-1, вершины i  репера принадлежат касательной ги-

перплоскости )( 01  n  к гиперповерхности в ее текущей точ-
ке 0  дифференциальное уравнение Vn-1 имеет вид [3] 

 .00 n  (7) 

Трехкратное продолжение уравнения (7) с использованием (1), 
(6) приводит к следующим дифференциальным уравнениям: 
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поля геометрических объектов },{},{ n
ij

n
ijk

n
ij   относятся со-

ответственно ко 2-й и 3-й дифференциальным окрестностям 
точки 0 Vn-1. 

Предположим, что гиперповерхность Vn-1 n  является 

регулярной, то есть ;0 n
ij

def
 следовательно, существует 

взаимный тензор kj
n  второго порядка: 
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Продолжая уравнение (12), имеем 
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3. Рассмотрим новую систему из 2)1( n  форм Пфаффа :K
I  
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Согласно соотношениям (1, 52, 6, 8—11, 13), формы K
I  сис-

темы (14) удовлетворяют структурным уравнениям проектив-
ного пространства n , то есть 
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причем они являются формами инфинитезимального переме-

щения тангенциального репера }{ K : ,L
L

KKd    где 
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Согласно соотношениям (8, 14) имеем 
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где 
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Дифференциальные уравнения (9) в силу (14, 18) можно пере-
писать в виде 

 ,0
kn

ijk
k

i
n
kj

k
j

n
ik

n
n

n
ij

n
ijd    

где 

 .
1

0 











nc

g kkn
ij

n
ijk

n
ijk  (19) 

(16)



А. В. Столяров 

 137 

С использованием соотношений (6, 7, 14) получим 
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где 
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Аналогично с использованием равенств (18, 19, 21) находим, 

что функции 0

2
k

n
tsk

st
n

def

k g
c

  (см. (12)) имеют строение 

 .
1

0kk g
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Доказано [7], что: 1) преобразование K
I

K
IJ  :  струк-

турных форм по закону (14) является инволютивным, то есть 
;1 JJ  2) регулярная гиперповерхность Vn-1, погруженная в 

проективно-метрическое пространство 3,  nn , индуцирует: 
а) в 3-й дифференциальной окрестности проективное про-

странство n , двойственное [5] n  относительно инволютив-
ного преобразования структурных форм по закону (14), при-
чем пространство n  в 4-й дифференциальной окрестности 
имеет внутренним образом определяемый тангенциальный аб-
солют 1nQ , двойственный ;1nQ  следовательно, регулярная 
гиперповерхность Vn-1 n  в 4-й дифференциальной окрест-
ности внутренним образом индуцирует проективно-
метрическое пространство n , двойственное n ; 

б) во 2-й дифференциальной окрестности подмногообразие 

nnV 1 , двойственное исходной гиперповерхности Vn-1; его 
дифференциальное уравнение в тангенциальном репере (16) 
имеет вид 00 n , причем тангенциальная гиперповерхность 

1nV  представляет собой регулярное (n—1)-параметрическое 
семейство касательных гиперплоскостей к Vn-1. 
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4. Уравнения (5) в силу (7, 8) примут вид: 
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Следуя Г. Ф. Лаптеву [3], в работе [1] на регулярной ги-
перповерхности Vn-1 n  в 4-й дифференциальной окрестно-

сти найдено поле соприкасающихся гиперквадрик 2
1nQ : 
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где 
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Известно [1], что необходимым и достаточным условием 
вырождения гиперповерхности Vn-1 n  в гиперквадрику 

(24) является обращение в нуль симметричного тензора Дарбу 
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5. Пусть гиперповерхность Vn-1 n  нормализована [4] 

полями квазитензоров соответственно третьего i
nG  и первого 

iG  порядков, где 
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в силу (11, 131) и (234) имеют место соотношения 
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Нетрудно заметить, что нормализация гиперповерхности  

Vn-1 n  полями квазитензоров i
i
n GG ,  является взаимной от-

носительно поля соприкасающихся гиперквадрик (24). 

Возьмем систему форм Пфаффа },{
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эта система в силу (1, 6, 8, 27) удовлетворяет структурным 
уравнениям Картана — Лаптева [2; 3] 
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Следовательно, нормализация ),( i
i
n GG  гиперповерхности Vn-1 

n  индуцирует аффинную связность 
1

  без кручения; ее 

тензор кривизны имеет строение (31). Так как 02
11

][  i
ijsjs rr , 

где 
11 i

jsijs rr   — тензор Риччи, то связность 
1

  является экви-

аффинной [4]. Таким образом, справедлива 
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Теорема 1. Нормализация регулярной гиперповерхности 
Vn-1 3,  nn , определяемая внутренним образом в 3-й диф-

ференциальной окрестности полями квазитензоров i
nG  и iG  

(см. (25, 27)), является взаимной относительно поля со-
прикасающихся гиперквадрик (24) и индуцирует эквиаффин-

ную связность 
1

  со структурными формами (29) (эквиаф-
финная связность первого рода). 

6. Согласно монографии [5], нормализация одной из регу-
лярных гиперповерхностей Vn-1 n  и nnV 1  равносиль-
на нормализации другой; при этом компоненты полей осна-
щающих объектов },{},,{ i

i
ni

i
n GGGG  связаны соотношениями 
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эти функции в силу (9, 11, 14) удовлетворяют дифференциаль-
ным уравнениям вида (27): 
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По аналогии с (29) возьмем систему форм Пфаффа 
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Согласно (15, 33), система форм (35) удовлетворяет структур-
ным уравнениям пространства аффинной связности без круче-
ния, ибо 
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тензор кривизны 
2

i
jstr  аффинной связности 

2

  имеет строение 
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В силу (9, 131, 37) справедливо 0
2

i
istr , то есть тензор Рич-

чи 
2

str  связности 
2

  симметричен; следовательно, аффинная 

связность 
2

  является эквиаффинной. 

Из строений (29, 35) форм 
1

i
j  и 

2
i
j  с использованием (14, 

32) находим 
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Теперь дифференциальные уравнения (9) с учетом (29, 38) за-
пишутся в виде 
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это говорит о том, что аффинные связности 
1

  и 
2

  сопряже-

ны [4] относительно поля асимптотического тензора .n
ij  

Аффинная связность 
0

 , средняя [4] по отношению к связ-

ностям 
1

  и 
2

 , определяется системой структурных форм 
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i   Для средней связности из уравнений 

(39) имеем 
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Последние уравнения говорят о том, что средняя аффинная 
связность является вейлевой [4] с полем метрического тензора 

n
ij . Отметим, что средняя связность 

0

 , как и связности 
1

  и 

2

 , является эквиаффинной; последнее подтверждается и тем, 
что дополнительная форма   (см. (40)) в силу (1, 7, 34) есть 
полный дифференциал некоторой функции: .0D  Следова-

тельно, средняя аффинная связность 
0

  является римановой с 

полем метрического тензора n
ij . 

Таким образом, справедливы следующие предложения. 
Теорема 2. Нормализация регулярной гиперповерхности  

Vn-1 3,  nn , внутренним образом определяемая в 3-й диф-

ференциальной окрестности полями квазитензоров i
nG  и iG , 

кроме эквиаффинной связности первого рода 
1

  индуцирует эк-

виаффинную связность второго рода 
2

 , двойственную первой. 

Теорема 3. Эквиаффинные связности первого 
1

  и второ-

го 
2

  родов, индуцируемые на гиперповерхности Vn-1 в проек-
тивно-метрическом пространстве n , нормализованной по-

лями квазитензоров i
nG  и iG , являются сопряженными отно-

сительно поля асимптотического тензора n
ij . 

Теорема 4. Аффинная связность 
0

 , средняя по отноше-

нию к эквиаффинным связностям первого 
1

  и второго 
2

  ро-

дов, является римановой с полем метрического тензора n
ij . 



А. В. Столяров 

 143 

Теорема 5. Двойственные аффинные связности 
1

  и 
2

 , 
индуцируемые нормализацией регулярной гиперповерхности 
Vn-1 3,  nn  полями квазитензоров i

nG , iG , совпадают 
тогда и только тогда, когда гиперповерхность вырождается 
в гиперквадрику (24). 

Последнее предложение непосредственно следует из соот-

ношений sn
kjs

ik
n

i
j

i
j D

n 0

12

1

1  


 , которые получаются из (38) с 

использованием (26) строения тензора Дарбу гиперповерхности. 
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A. Stolyarov 
 

AFFINE CONNECTIONS ON HYPERSURFACE  
IN A PROJECTIVE-METRIC SPACE 

 

We study questions of geometry of two dual equiaffine connec-
tions induced by the normalization of regular hypersurface im-
mersed in a projective-metric space Kn, ;3n  the normalization 
defined internally in a differential neighborhood of the third order. 




