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1 
Композиционное оснащение многообразия 

гиперцентрированных плоскостей, размерность которого  
совпадает с размерностью образующей плоскости 

 
В многомерном проективном пространстве рас-

сматривается расслоение над семейством пар плоско-
стей, одна из которых является гиперплоскостью в дру-
гой. Доказано, что композиционное оснащение семей-
ства индуцирует фундаментально-групповые связности 
двух типов в рассматриваемом расслоении. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, семейство гипер-

центрированных плоскостей, фундаментально-групповая связность, 
кривизна, псевдотензор. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство nP  к подвиж-

ному реперу },{ IAAR   ),1,...( nI  , инфинитезимальные пе-

ремещения которого определяются формулами 

AAAdAAAdA IJ
J
IIII

I   , ,             (1) 

причем формы Пфаффа I
I
J

I  ,,  удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы )(nGP  (см., 

напр., [1]): 

                                                 
Поступила в редакцию 10.05.2021 г. 
© Вялова А. В., Шевченко Ю. И., 2021 

 

https://orcid.org/0000-0001-5170-6191
https://orcid.org/0000-0002-4471-2750


А. В. Вялова, Ю. И. Шевченко 

53 

,, J
J
II

I
J

JI DD    

.I
J

K
K

I
J

I
K

K
J

I
JD    

В проективном пространстве nP  рассмотрим m-мерную 

плоскость mP  с многомерным центром 1mP , которую обозна-

чим 1m
mP . Специализируем подвижной репер },,{ AAA i  

),1,...,,1,...( nmmi   , помещая вершины iAA,  на внеш-

нюю плоскость mP , а вершины iA  — в ее центр, на гипер-

плоскость 1mP . Выбирая m форм в качестве базисных, запи-

шем уравнения многообразия mV  — семейства гиперцентри-

рованных плоскостей 1m
mP  в виде [2] 

j
j

iii
i    , .                       (3) 

Базисные формы удовлетворяют структурным уравнениям 


  j
i

j
i

j
ij

j
iiD  , .                 (4) 

Фундаментальный объект 1-го порядка },{ j
i

i     се-

мейства mV , компоненты которого удовлетворяют уравнениям 

k
jk

i
j

ij
ijji

j
i    )()( , ,              (5) 

является псевдотензором в смысле [1], содержащим подпсев-

дотензор }{ j
i
 . Здесь дифференциальный оператор   дей-

ствует следующим образом: 
k
i

j
k

j
i

j
k

k
i

j
i

j
i d  


  )( . 

Отметим, что 0,0 ][][  ijjk
i

 , где квадратные скобки 

обозначают альтернирование. 
Над многообразием mV  возникает главное расслоение 

)( mr VG  с типовым слоем — подгруппой rG  стационарности 

(2) 
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гиперцентрированной плоскости 1m
mP , причем 

2)1( mmnnr  . Структурные уравнения ассоциирован-

ного с многообразием mV  расслоения )( mr VG  состоят из урав-
нений )4( 1  и следующих: 

,ij
j

i
j

jiD                          (6) 

,ik
jк

i
k

k
j

i
jD                             (7) 

,i
iD 









                            (8) 

,i
iD 


                          (9) 

,iii
j

jiD  

                   (10) 

где 

,)(, ik
j

kki
j

ik
j

ik
j

ijij  






   










  iiiji
j

i  )( . 

Расслоение )( mr VG  содержит 4 главных факторрасслоения 
со следующими структурными уравнениями [2]: 1) (41, 7) — 
расслоение плоскостных линейных кореперов )(2 mm

VL  с ти-

повым слоем )(2 mGLL
m

  — линейной факторгруппой, дей-

ствующей неэффективно во внутренней плоскости 1mP ; 2) (41, 

6, 7) — расслоение аффинных кореперов )()1( mmm VL   с типовым 

слоем )()1( mGAL mm   — аффинной факторгруппой, дейст-

вующей в гиперцентрированной плоскости ),( 1
1


  mm

m
m PPP , 

где mm PP 1 ; 3) (41, 8) — расслоение нормальных линейных 

кореперов )(2)( mmn
VL


 с типовым слоем — линейной фактор-

группой, действующей неэффективно в проективном фактор-

(11)
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пространстве mnmn PP /1 P  (см., напр., [1]); 4) (41, 8, 9) — рас-

слоение центропроективных кореперов )()1)(( mmnmn VL   с ти-

повым слоем )1)((  mnmnL  — центропроективной факторгруппой, 

действующей в проективном гиперцентрированном факторпро-

странстве ),( 1
1




  mnmn
mn

mn PPP , где 11/   mnmnmn PP PP . 
Дифференцируя внешним образом формы (42) с учетом 

уравнений (7, 9) и дифференциальных уравнений (52) на ком-

поненты подобъекта }{ j
i
 , получим 

,jk
ik

j
k

k
i

j
iD                         (12) 

где 

 )()( jk
i

kj
i

kj
i

jk
i

jk
i  




  








  jk

i
jk

i
kj

i  )( . 

Так как 0][ jk
i , то справедлива 

Теорема 1. Многообразие mV  является голономным [3] глад-

ким многообразием. 
Замечание. В работе [4] рассмотрено произвольное семей-

ство гиперцентрированных плоскостей, но не показано, что 
оно является голономным многообразием. 

Возьмем новые слоевые формы 

,~,~,~
i

i
k

ik
j

i
j

i
jj

ijii ГГГ  






   

.~,~
j

ijii
i

i LГ     

Дифференцируя их внешним образом с учетом )106,4( 1   

и используя теорему Картана — Лаптева [5], получим, что 

связность в главном расслоении )( mr VG  задается с помощью 

поля объекта связности },,,,{ ijiiik
j

ij LГГГГГ 

 . Компонен-

(14)

(13)
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ты объекта фундаментально-групповой связности Г  удовле-
творяют дифференциальным уравнениям: 

,)(
k

ijkijkij
k

ji ГГГ    

l
ikl
j

ik
j

ki
j ГГ  )( , j

ijii ГГ  






 )( , 

j
ijiii ГГГ  


  )( ,  

k
ijkkij

k
ijijijji LГГГГL  


 )( . 

Теорема 2. Объект фундаментально-групповой связности 
Г , задающий связность в главном расслоении )( mr VG , содер-

жит 2 простейших подобъекта ( }{1
ik
jГГ   — объект плос-

костной аффинной связности, }{2
iГГ 

  — объект нормальной 

линейной связности) и 2 простых подобъекта ( },{ 13 ГГГ ij  — 
объект плоскостной общей аффинной связности, 

},{ 24 ГГГ i
  — объект нормальной центропроективной связ-

ности), задающие связности соответственно в фактор-
расслоениях )(2 mm

VL , )(2)( mmn
VL


, )()1( mmm VL  , )()1)(( mmnmn VL 

. 
Замечание. Объект связности Г  образует квазипсевдо-

тензор лишь в совокупности с фундаментальным псевдотензо-
ром  . Названия объектам даны с учетом названий расслое-
ний, их типовых слоев и размерности базы. 

С учетом уравнений (15) запишем структурные уравнения 
для форм связности (14): 

kj
ijki

j
ji RD   ~~~ , 

lk
ikl
j

i
k

k
j

i
j RD   ~~~ , 

ji
ijRD  









  ~~~ , 

(15)
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ji
ijRD  


  ~~~ , 

kj
ijkiii

j
ji RD  


  ~~~~~~~ . 

Коэффициенты при внешних произведениях базисных 

форм },,,,{ ijkijijikl
j

ijk RRRRRR 

  составляют объект кривизны 

групповой связности Г: 
][][ ik

l
jljkiijk ГГГR  , ][][ il

m
km

j
kli

j
ikl
j ГГГR  , 

][][ jiijij ГГГR 









  , ][][ jiijij ГГГR 


  ,           (16) 

][][][][ ikjikjik
l

jljkiijk ГГLГГLLR 

  , 

причем альтернирование производится по крайним индексам в 
квадратных скобках. Продолжая уравнения (15), получим диф-
ференциальные сравнения: 

0))((  ijklkij
l

lijk
l

ik
l

ljjk
l

ilkji ГГГГГ  , 

0))((  ikl
j

ml
j

ik
m

kl
m

im
j

il
m

mk
j

lki
j ГГГГ  , 

0))((  ijjijiij
k

kji ГГГГ 


















  ,         (17) 

0))((  jiijjiij
k

kji ГГГГГ 







  , 

 ikjijkkijik
l

ljjk
l

ilkji ГГLLLL  



))((  

0 lijk
l

ijkkijijk ГГГГ 

  , 

где символ « » означает сравнение по модулю базисных форм 

i  и введены обозначения 

ilk
j

klkli
j

ikl
j

ikl
j

ijkijk  






  )(, , 

jiijjiijijkij
k

ij


















   )( . 
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Дифференцируя (16) с использованием уравнений (15) и 
сравнений (17), получим сравнения на компоненты объекта 
кривизны R: 

0))((  lijk
l

kji RR  , 0))((  lki
jR , 

0))((  jiR
 , 0))((  


 ijji RR , 

0))((  lijk
l

ijkijkijkkji RRRRR 

  . 

Теорема 3. Объект кривизны R  фундаментально-
групповой связности Г является псевдотензором, содержа-

щим 2 простейших }{ ikl
jR , }{ ijR

  и 2 простых },{ ikl
j

ijk RR , 

},{ ijij RR 
  подпсевдотензора, которые являются объектами 

кривизны соответствующих подсвязностей 41 ГГ  . 
Определение. Композиционным оснащением [1] семейства 

mV  гиперцентрированных плоскостей 1m
mP  назовем присоеди-

нение к каждой плоскости 1m
mP  двух фигур — точки и плос-

кости: 
1) mmmm PPBPBPB   11 :, ; 

2) nmnmmn PNPN   11 : . 
Зададим оснащающие фигуры совокупностями точек 

AAACAAB i
i

i
i

   , . 

Продифференцируем их и, переходя к сравнениям по мо-
дулю базисных форм, получим 

,)( ABdB ii    

AACCdC i
iii )()( 


   . 

Условия, обеспечивающие инвариантность оснащающих 
плоскостей, позволяют найти уравнения на компоненты объ-

екта },,{   ii : 
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j
ijiii

i
i

j
ijii    ,, . 

Композиционное оснащение, задаваемое полем квазитен-

зора },,{   ii  на многообразии mV , позволяет охватить 
компоненты объекта связности Г по формулам 

jijiijГ  
 

1

, ik
j

ki
j

k
j

iik
jГ  

 
0

, 

iiji
j

iГ  






 

0

, iiiiГ    )(
1

,       (19) 

ijkikij
k

jiijL 





   )(
1

, 

где 
iii    , )( i

j
jiii 

   . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 4. Композиционное оснащение семейства гипер-

центрированных плоскостей индуцирует фундаментально-
групповую связность 1-го типа в ассоциированном расслоении 

)( mr VG  с объектом },,,,{
111001

ijiijiik
j LГГГГГ 


 . 

В дифференциальные уравнения для компонент оснащаю-
щего квазитензора   (18) вместо слоевых форм подставим их 
выражения через соответствующие формы связности и линей-
ные комбинации базисных форм из (14). Перенося слагаемые с 
базисными формами вправо и вводя обозначения, получим 

,,, j
iji

i
i

j
iji     (20) 

где выражения 
ii

j
jii d  ~~  , 



  ~~  d ,                          (21) 

iiji
j

jii d 

  ~~~~   

(18)
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называются ковариантными дифференциалами компонент ос-
нащающего квазитензора   относительно связности Г, а коэф-
фициенты при базисных формах 

ijij
k

kijij ГГ   , 

iiii ГГ 

   ,                           (22) 

ijijjiij
k

kijij LГГГ 

    

называются ковариантными производными относительно Г. 
Продолжения компонент оснащающего квазитензора   

имеют вид 

,0)(  ijij
k

kji   

,0
)(

 iii



                             (23) 

0)(  ijijjiij
k

kji  

 . 

Построены охваты 

ij
k

kijij ГГ
02

  , 

iii ГГ 
 

02

 ,                                 (24) 

ijjiij
k

kijij ГГГL
2002



   . 

Таким образом, справедлива 
Теорема 5. Фундаментально-групповая связность Г мо-

жет быть сведена к плоскостной общей аффинной и нор-
мальной линейной связностям с помощью формул (24). 

Следствие. Композиционное оснащение семейства гипер-
центрированных плоскостей индуцирует фундаментально-
групповую связность 2-го типа в ассоциированном расслоении 

)( mr VG  с объектом },,,,{
222002

ijiijiik
j LГГГГГ 


 . 
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In n-dimensional projective space Pn a manifold mV , i. e., a family of 

pairs of planes one of which is a hyperplane in the other, is considered. 

A principal bundle )( mr VG  arises over it, 2)1( mmnnr  . A typi-
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cal fiber is the stationarity subgroup rG of the generator of pair of planes: 

external plane and its multidimensional center — hyperplane. The princi-
pal bundle contains four factor-bundles. 

A fundamental-group connection is set by the Laptev — Lumiste 
method in the associated fibering. It is shown that the connection object 
contains four subobjects that define connections in the corresponding fac-
tor-bundles. It is proved that the curvature object of fundamental-group 
connection forms pseudotensor. It contains four subpseudotensors, which 
are curvature objects of the corresponding subconnections. 

The composite equipment of the family of hypercentered planes set 
by means of a point lying in the plane and not belonging to its hypercent-
er and an (n – m – 1)-dimensional plane, which does not have common 
points with the hypercentered plane. It is proved, that composite equip-
ment induces the fundamental-group connections of two types in the as-
sociated fibering. 

 
Keywords: projective space, family of hypercentered planes, funda-

mental-group connection, curvature, pseudotensor. 
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