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Пример неустойчивой эрмитовой структуры  
на 6-мерном подмногообразии алгебры октав 

 
Установлено, что эрмитова структура на скрученном про-

изведении двумерного комплексного евклидова пространства 
-ଵ не явܪܥ ଶ и комплексного гиперболического пространстваܥ
ляется устойчивой. 
 
Ключевые слова: алгебра Кэли, 6-мерное подмногообразие ал-

гебры октав, устойчивость почти эрмитовой структуры 
 
1. В 60-х годах прошлого века выдающийся американский 

геометр Альфред Грей установил [1], что каждое из двух так 
называемых 3-векторных произведений в алгебре Кэли порож-
дает на ее 6-мерном подмногообразии почти эрмитову струк-
туру. Значительные результаты в исследовании таких структур 
получил замечательный отечественный геометр Вадим Федо-
рович Кириченко, статьи которого в 1970—1990-х гг. обобща-
ли, усиливали и развивали идеи Альфреда Грея. В. Ф. Кири-
ченко обратил внимание на следующий результат А. Грея: по-
чти эрмитовы структуры, порожденные разными 3-векторны-
ми произведениями в алгебре октав на одном и том же под-
многообразии, могут существенно отличаться друг от друга. 
Например, одна из таких почти эрмитовых структур может 
быть келеровой, а другая — нет [1]. В. Ф. Кириченко ввел по-
нятие устойчивости для почти эрмитовой структуры на 6-мер-
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ном подмногообразии алгебры Кэли. А именно, почти эрмито-
ву структуру на 6-мерном подмногообразии алгебры октав он 
назвал устойчивой, если двойственная ей структура (то есть 
структура, порожденная другим 3-векторным произведением в 
алгебре Кэли) принадлежит тому же классу почти эрмитовых 
структур [2]. Наиболее подробно результаты, связанные и ус-
тойчивостью почти эрмитовых структур на 6-мерных подмно-
гообразиях алгебры октав, изложены в работе [3]. 

В статье [4] был рассмотрен вопрос об устойчивости эрми-
товых структур на 6-мерных уплощающихся подмногообрази-
ях алгебры Кэли. В настоящей работе приводится конкретный 
пример неустойчивой эрмитовой структуры на 6-мерном под-
многообразии алгебры Кэли, а именно на одном из локально 
симметрических подмногообразий алгебры октав.  

 
2. Известно [5], что почти эрмитовой (almost Hermitian, AH-) 

структурой на многообразии ܯଶ௡ четной размерности называ-
ется пара ሼܬ, ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉ሽ, где J — почти комплексная структура, 
а݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 — риманова метрика на этом многообразии. При 
этом J и ݃ ൌ 〈⋅ ,  ⋅〉 должны быть согласованы следующим ус-
ловием: 

〈ܻܬ ,ܺܬ〉 ൌ 〈ܺ, ܻ〉, ܺ, ܻ ∈ Յሺܯଶ௡ሻ, 

где Յሺܯଶ௡ሻ — модуль гладких векторных полей на рассматри-
ваемом многообразии ܯଶ௡. Многообразие с фиксированной на 
нем AH-структурой называется почти эрмитовым (AH-) мно-
гообразием. AH-многообразие называется эрмитовым, если 
его почти комплексная структура интегрируема. 

Напомним также о явном виде 3-векторных произведений 
Грея в алгебре октав [1]: 

ଵܲሺܺ,  ܻ, ܼ ሻ ൌ െܺሺ തܻܼሻ ൅ 〈ܺ, ܻ〉ܼ ൅ 〈ܻ, ܼ〉ܺ െ 〈ܼ, ܺ〉ܻ; 

ଶܲሺܺ,  ܻ, ܼ ሻ ൌ െሺܺ തܻሻܼ ൅ 〈ܺ, ܻ〉ܼ ൅ 〈ܻ, ܼ〉ܺ െ 〈ܼ, ܺ〉ܻ. 

Здесь ۽ ≡ ܼ ,ܻ ,ܺ ;алгебра Кэли — ଼ࡾ ∈ ⋅〉 ;۽ ,  ⋅〉 — скаляр-
ное произведение в ۽; ܺ → തܺ — оператор сопряжения в ۽. 
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В статье [6] В. Ф. Кириченко получены структурные урав-
нения произвольной почти эрмитовой структуры, индуциро-
ванной 3-векторными произведениями в алгебре Кэли на ее  
6-мерном подмногообразии общего типа. Для случая эрмито-
вой структуры эти уравнения были уточнены [7—9]. Оказа-
лось, что они имеют следующий вид:  

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕ ൅

1

√2
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕ ൅
ଵ

√ଶ
௛௖߱௖ܦ௔௕௛ߝ ∧ ߱௕;               (1) 

݀߱௕
௔ ൌ ߱௖௔ ∧ ߱௕

௖ െ ቌ
1
2
௕௚ߜ
௔௛ܦ௛ௗܦ௚௖ ൅෍ ௔ܶො௖̂

ఝ
௕ܶௗ
ఝ

థ

ቍ߱௖ ∧ ߱ௗ, 

где ሼ߱௞ሽ — компоненты форм смещения, ሼ ௝߱
௞ሽ — компоненты 

форм римановой связности. Здесь и далее индексы принимают 
следующие значения: 

߮ ൌ 7, 8;  ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݃, ݄	 ൌ 	1, 2, ,ߙ  ;3 ߚ ൌ 2, 3; 

ොܽ ൌ ܽ ൅ 3;  ݇, ݆	 ൌ 	1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Как и в [7; 10], ߱௔ ൌ ߱௔ො . При этом  

௔௕௖ߝ ൌ ௔௕௖ߝ
ଵଶଷ,  ߝ௔௕௖ ൌ ଵଶଷߝ

௔௕௖  

— компоненты тензора Кронекера третьего порядка;  

௕௚ߜ
௔௛ ൌ ௕ߜ

௔ߜ௚௛ െ ௕ߜ௚௔ߜ
௛; 

௛௖ܦ ൌ ;௛෡௖̂ܦ ௖௝ܦ ൌ ∓ ௖ܶ௝
଼ ൅ ݅ ௖ܶ௝

଻ ௖̂௝ܦ , ൌ ∓ ௖ܶ̂௝
଼ െ ݅ ௖ܶ̂௝

଻ , 

где ቄ ௞ܶ௝
ఝቅ — компоненты  конфигурационного тензора (в тер-

минологии Грея), или второй основной формы погружения 
подмногообразия ܯ଺ ⊂  .۽

 
3. Важную роль в эрмитовой геометрии 6-мерных много-

образий играют локально симметрические подмногообразия 
алгебры октав. Им посвящены работы [7; 10], а самая значи-
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тельная статья по этой тематике принадлежит, на наш взгляд, 
В. Ф. Кириченко [11]. В ней введены в рассмотрение и иссле-
дованы 6-мерные типа Риччи эрмитовы подмногообразия ал-
гебры Кэли. В частности, получен пример 6-мерного типа Рич-
чи подмногообразия алгебры октав с нетривиальной (то есть 
отличной от келеровой) эрмитовой структурой. Таким приме-
ром является так называемое скрученное (warped) произведе-
ние двух келеровых многообразий — двумерного комплексно-
го евклидова пространства ܥଶ и комплексного гиперболиче-
ского пространства ܪܥଵ. 

Оказалось [11; 12], что матрица ሺܦ௔௕ሻ при определенном 
выборе репера для такого подмногообразия алгебры октав 
имеет следующий вид: 

൭
ଵଵܦ 0 0
0 0 0
0 0 0

൱, 

причем .011 D  
Поэтому мы можем переписать первую группу структурных 

уравнений (1) для упомянутого выше 6-мерного типа Риччи эр-
митова подмногообразия алгебры октав в следующем виде: 

݀߱ଵ ൌ ߱ଵ
ଵ ∧ ߱ଵ; 

݀߱ଵ ൌ െ߱ଵ
ଵ ∧ ߱ଵ; 

݀߱ఈ ൌ ߱ఉ
ఈ ∧ ߱ఉ ൅

1

√2
ଵଵ߱ଵܦଵఈఉߝ ∧ ߱ఉ; 

݀߱ఈ ൌ െ߱ఈ
ఉ ∧ ߱ఉ ൅	

ଵ

√ଶ
ଵଵ߱ଵܦଵఈఉߝ ∧ ߱ఉ. 

Из построений Кириченко [3] вытекает, что необходимым 
условием устойчивости эрмитовой структуры на 6-мерном 
подмногообразии алгебры октав является следующий вид пер-
вой группы ее структурных уравнений: 

݀߱௔ ൌ ߱௕
௔ ∧ ߱௕; 

݀߱௔ ൌ െ߱௔௕ ∧ ߱௕.                                   (2) 
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В силу того, что ܦଵଵ ് 0, коэффициенты  
ଵ

√ଶ
  ଵଵ  иܦଵఈఉߝ

ଵ

√ଶ
 ଵଵܦଵఈఉߝ

являются отличными от нуля, условия (2) не могут выполнять-
ся для рассматриваемого локально симметрического подмно-
гообразия ܯ଺ ⊂   а потому справедлива ,۽

Теорема. Эрмитова структура на скрученном произведе-
нии двумерного комплексного евклидова пространства ܥଶ и 
комплексного гиперболического пространства ܪܥଵ не являет-
ся устойчивой. 

Отметим, что данная теорема дополняет дифференциаль-
но-геометрические построения В. Ф. Кириченко, имеющие от-
ношение к устойчивости почти эрмитовых структур на 6-мер-
ных подмногообразиях алгебры Кэли [3; 4]. Кроме того, этот 
результат можно рассматривать как развитие представлений о 
конкретных примерах 6-мерных почти эрмитовых подмного-
образий алгебры октав. Это направление эрмитовой геометрии, 
заложенное классической работой А. Грея [13], в последнее 
время интенсивно развивается, к сожалению, лишь для 6-мер-
ных подмногообразий с приближенно келеровой структурой 
(см. обзоры [14; 15]).  
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It is known that each of the two so-called Gray — Brown  
3-fold vector cross products in the Cayley algebra induces an al-
most Hermitian structure on its 6-dimensional oriented submani-
fold. As it is also known, the almost Hermitian structures induced 
by different 3-fold vector cross products in the octave algebra on 
the same submanifold can differ significantly from each other. For 
example, one of these almost Hermitian structures can be Kähle-
rian, while the other is not. Such an almost Hermitian structure is 
called stable if its dual structure (that is, the structure induced by 
another 3-fold vector cross product in the Cayley algebra) belongs 
to the same Gray — Hervella class of almost Hermitian structures. 

In the present note, we give a specific example of an unstable 
Hermitian structure on a 6-dimensional submanifold of the Cayley 
algebra, namely, on a locally symmetric submanifold of the octave 
algebra. 
 

Keywords: Cayley algebra, 6-dimensional submanifold of Cayley al-
gebra, stability of an almost Hermitian structure 
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